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1

On considère la fonction f définie sur R, C∞ par morceaux, 2π-
périodique, définie par f(t) = et pour t ∈ [−π, π[.

1.1. Représenter sommairement le graphe de la fonction f .

1.2. Déterminer les coefficients de Fourier cn, an, bn de f (notations
du cours).

1.3. Déterminer la valeur de
∑∞

n=1
1

1+n2 .

2

On considère l’espace L2 des fonctions définies sur R à valeurs com-
plexes, périodiques de période 2π, de carré intégrable. Le produit
scalaire hermitien est défini par 〈f, g〉 = 1

2π

∫ α+2π

α
f(t)ḡ(t)dt, pour lequel

la famille ek : t 7→ eikt, k ∈ Z, est orthonormée.

On note EN l’espace des polynômes trigonométriques de degré inférieur
ou égal à N (c’est à dire l’espace engendré par les combinaisons linéaires
de ek, pour |k| ≤ N).

Par ailleurs on note f ∗ g la fonction définie par

f ∗ g(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(x− t)dt.

Les questions suivantes sont très largement indépendantes.

2.1. Pour tout l ∈ N∗, on note sl la fonction t 7→ sin(lt), et cl la
fonction t 7→ cos(lt). On note c0 la fonction constante égale à 1.
Expliquer pourquoi EN est aussi l’espace engendré par les fonctions
c0, sl, cl, l ∈ {1, . . . , N}.

2.2. Linéariser le produit cos(a)cos(b).

2.3. Soient k, l, N des entiers strictement positifs. Déterminer la pro-
jection orthogonale sur EN de la fonction t 7→ ck(t)cl(t).

2.4. Pour tout x ∈ R, pour tous k, l entiers strictement positifs, cal-
culer cl ∗ ck(x).

2.5. Pour tous k, l, N entiers strictement positifs, déterminer la pro-
jection orthogonale sur EN de la fonction ck ∗ cl.
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