Controle du 8 novembre 2021

Question sur le cours. Soit (E,n) un espace vectoriel normé.
1. Enoncer la définition d’adhérence et intérieur d’une partie de FE;

2. Montrer que B(z,r) = Ad(B(z,r)) et que Int(B(z,7)) = B(x,r)
pour tout z € E et r > 0;

3. Est-ce que ce fait est vrai aussi pour un espace métrique ? Mon-
trer ou donner un contre-exemple.

Exercice 1. Etant donné un interval fermé I ¢ R (ce qui comprends
le cas I = R), considérons 'espace

cHI) = {f : I — R | f continue, dérivable et f’ continue} .

1. Démontrer qu’en posant
u(f) = 1£(0)] + / FOldt,  fed\ D).
I

on définit une norme sur C1(I) si I = [a,b] avec —0o < a <0 <
b < 4+00. Est-ce que le méme résultat est vrai si / = R?

2. Définit-on une norme sur C''(R) en posant

n(f) = viech(1) 7

|£(0)] + sup | £'(2)],
teR

Exercice 2. Enoncer la définition de normes équivalentes, et montrer
que || - ||1 n’est pas une norme équivalente a || - || sur l'espace des

polynémes R[z]. Notamment, si P(x) = ag + ...+ ayz’ € R[z], on

pose
N

1Plli=2lan| et

n=0

[ Ploc = n—HolaXN |an).

=U,...,

Est-ce que ce normes sont équivalentes sur R” 7 Montrer ou donner
un contre-exemple. On rappel que, si x = (z1,...,x,) € R™ on pose

N
o= lail et
i=1

Exercice 3. On s’intéresse a montrer que

l#lloc = max i

=1,...,

1
lim [ f(t)e™dt =0,

n—o0 0

Vf e C(o,1]).

A cette effet, soit A([0,1]) = {f € C([0,1]) | f est affine par
intervalles}.

1. Montrer cette rélation lorsque f € C1([0, 1]), et puis f € A([0, 1]);

2. Montrer que A([0,1]) est une partie dense de (C([0,1]),] - [|oo)s
en admettant le Théoréme de Heine (c-4-d que toute fonction de
C([0,1]) est uniformément continue);

3. En déduire la relation pour toute fonction continue.

Exercice 4. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f, g :
X — Y deux fonctions continues. Supposons qu’il existe A C X telle
que f(x) = g(x) pour tout z € A.

1. Montrer que si A est une partie dense de X, alors f(x) = g(x)
pour tout x € X;



2. Montrer que s’il existe z € X tel que f(z) # g(z) alors A n’est
pas dense.

Exercice 5. Commencer par montrer que ¢?(R) est un sous-espace
vectoriel de ¢*°(R). On considere apres la suite (z¥)pey C £, ot
2F = (2F),en est définie par (Attention! Elle est une suite de suites):

k_lm

n .
0 sinon.

{1 sil<n<k,
ok

Montrer que:
1. z* € ¢2 pour tout k € N.

2. 2% — 2> par rapport & || - |[oo, ot 2™ = (22°),¢cn est définie par
xg=0et 22° =1/y/n pour n > 1.

3. Montrer que 2 ¢ (2(R) et en déduire que ¢*(R) n’est pas fermé
dans (£2°(R), |[ - [loo)-




