CPES2 Topologie et analyse 2022/2023

Corrigé de I’examen du 20 janvier 2023

Durée: 2 heures

Question de Cours (3 points) Voir cours.

Exercice 1 (4 points). 1. (1 point) Comme f et f’ sont continues, leurs normes infinies sont finies, donc || f||c1 est
bien & valeurs dans RT.
e Séparation : si || f|lcr = 0, notamment || f|jcc = 0 et donc f = 0.

o Homogénéité positive : si A € Ret f € F, alors
IAMfller = I flloo + 1M Tloo = IAT (1 f oo + 1f lloo) -

o Inégalité triangulaire : si f, g € E, par inégalité triangulaire pour la norme || - ||o et linéarité de la dérivée,

If +gller = [If + gllso + 1(f + 9) [l
=+ gllc +1f + 9l
< S llos + llglloe + 11f oo + 119Nl
= (IIflloc + 11 llsc) + (gl + ll9"lls0)
= |Ifllcr + llgllcr-

(0,5 points) = : si (f,)nen converge vers f au sens de la norme C?, cela signifie que || f — fnlloo + || £ — f'lloc — 0
quand n — +o00. Mais les deux quantités & gauche étant positives, on a donc 0 < ||f — fulloo < IIf — falloo +
lfr = f'llc — O et pareil avec ||f), — f'||co, donc on a bien par théoréme d’encadrement que ||f — fu|loo — O et
lfr = f'llcc = 0 quand n — 400, donc (fy,)nen converge uniformément vers f et (f!),en converge uniformément
vers f.

<: inversement, si (f,)nen converge uniformément vers f et (f!)nen converge uniformément vers f', alors
Ilf = falloo = 0 et || ff, — f'lloc = 0 quand n — 400, par somme de suites convergentes dans R, on a || f — fn|loo +
I = f'llee = 0 quand n — +00, i.e. (fn)nen converge vers f au sens de la norme C*.

2. (2,5 points) Soit (fn)nen+ une suite de de Cauchy de (C1([0,1]),] - [|c1). Soit € > 0. Il existe N € N* tel que
pour tout n,m > N, on ait

1fn = frmlloe + 15 = Frulloo <€

Notamment :

o ||fn—rfmlloo <& Donc (fn)nen- est elle-méme une suite de de Cauchy dans espace de Banach (C°([0, 1]), ||-
o) (puisque les f,, sont continues), donc il existe f € C9([0,1]) telle que f,, converge uniformément vers f.

o ||f) =11 lloo <e. Donc (f!)nen- est elle-méme une suite de de Cauchy dans espace de Banach (C°([0, 1]), ||-
o) (puisque les f! sont continues), donc il existe g € CY([0, 1]) telle que f/, converge uniformément vers g.

Pour pouvoir appliquer la question précédente et en déduire que f, — f en norme C*, il est donc suffisant de
montrer que g = f’. Une maniére de procéder est de remarquer que pour tout n € N* et tout « € [0,1], on a

ful@) = £a(0) + / "t

La convergence uniforme entralnant la convergence simple, on a f,(x) = f(x) et f,(0) = £(0) quand n — +o0.
De plus, [ fi(t)dt — [ g(t)dt quand n — +oo. En effet,

|/f dt/ dt|—|/ (t)dt] < /0'| (t)ldt < /|f (1)1t < (1~ gl — 0.



D’ou le résultat voulu. Par unicité de la limite

En dérivant de chaque coté, on en déduit que f'(x) = g(z), d’o le résultat voulu.

Exercice 2 (6,5 points). 1. (1 point) C’est une conséquence immédiate du théoréme fondamental de 'analyse :
pour tout y,y’ € [0,1], on a

eyfey" :|/ etdt] < | edt| = ely — ']
[y.v'] ly.v]

2. (1,5 points) On doit montrer que T'f est continue si f est continue. On utilise la caractérisation séquentielle et
la question précédente : si z,, — x dans [0, 1], on a pour tout ¢t € [0, 1] que tz, tz, € [0,1] donc

1 1
0 < |Tf(xa) — Tf(x)| = | / et (1)t — / ' 1 (1)t
1
< tr, _ tx d
</O eton — et (1))t
1

<flle [ tele alas
0
< 1fllceln — al.

Le membre de droite tendant vers 0 puisque z,, — z, celui de gauche aussi par encadrement, donc T'f(x,) —
Tf(z). Tf et donc continue en x pour tout € [0, 1], donc est continue, et appartient bien a E.

3. (1,5 points) Soit f € E. On a que pour tout = € [0,1],
1 1 1 1
Tt = [ el < [ eIl <lfl [ ede <l [ e = 1 fllle - )
0 0 0 0

Ceci étant vrai pour tout x € F, on en déduit que

T flloe < (e = D[ floo-

Donc T est bien continu, et par définition de la norme triple, on a |||T||] < e — 1.

4. (0,5 points) Clairement 7'(1)(0) = 1 et pour tout z > 0, on a

T(1)(z) = /Ole“”dt - [emr -1

z |y T

5. (1 point) Il y a plusieurs maniéres de procéder. On peut par exemple dériver f sur ]0, 1], elle est bien C! de
dérivée ( Do 0 )
re® — (e* — z—1)e* +
f(x) = 3 = 3 :

X

T

f’ est positive si et seulement si g(z) = (z — 1)e® + 1 est positive. On a que g(0) = 0, que g est de classe C! sur
[0,1] de dérivée ¢'(z) = (x — 1)e* + e* = ze®. Cette quantité est positive, donc ¢’ et croissante et vaut 0 en 0
donc est positive sur [0, 1], et c’est aussi le cas de f’ sur ]0, 1], ce qui conclut le raisonnement.

6. (1 point) Comme T'(1) est croissante et positive, on a que ||T(1)|lcc = T(1)(1) = e — 1. Or ||1||c = 1, donc par
définition de la norme triple, on a |||T||| = e — 1, et donc finalement, |||T||| = 1.

Exercice 3 (3,5 points). 1. (1 point) Le cours assure que toute partie compacte de X est fermée et bornée. In-
versement, si A est une partie fermée et bornée de X. Comme A est bornée, elle est incluse dans une boule
B(0,M) C Bf(0, M) avec M > 0, donc elle est incluse dans une boule fermée qui est compacte par hypothése.
A est donc un fermé inclus dans un compact, c¢’est donc un compact.



2. (2,5 points) Une partie compléte de X est nécessairement fermée. En effet, si A est une partie compléte de X, et
si (an)nen+ est une suite d’éléments de A qui converge vers € X, alors, notamment (a,)nen+ est une suite de
Cauchy dans X d’éléments de A, c’est donc une suite de Cauchy dans (A,d|4). Comme A est complet, cette suite
de Cauchy converge cers a € A pour dj4 dans A et donc aussi dans (X,d). Par unicité de la limite, z = a € A.
Par caractérisation séquentielle des fermés, A est bien fermée.

Inversement, si A est une partie fermée de X. Soit (a,)nen+ est une suite de Cauchy d’éléments de A. Une suite
de Cauchy étant bornée, elle est incluse dans une boule B(0, M) C Bf(0, M) avec M > 0, donc elle est incluse
dans une boule fermée qui est compacte par hypothése. Une suite d’'un compact admet une valeur d’adhérence,
donc il existe ¢ extraction, il existe x € By(0, M) tel que ag,) — x. A étant fermé, en réalité x € A. Donc
(an)nen+ est une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente dans A, elle converge donc dans A, ce
qui montre bien que A est complet.

Exercice 4. (3,5 points)

1. (1,5 points) Non. Par exemple, dans R?, on considére 'anneau fermé {(z,y) € R?,1 < 22+ < 2}. Cet ensemble
est clairement fermé par caractérisation séquentielle. Son intérieur est 'anneau ouvert {(x,y) € R?,1 < 22 +¢?% <
2. Donc sa frontiére est 'union de deux cercles disjoints {(z,y) € R?, 22 + y? = 1} U {(z,y) € R?, 22 + ¢y* = 2}.
Puisque ces deux cercles disjoints sont tous les deux fermés, on a donc décomposé la frontiére en deux parties
non vides disjointes fermées, ce qui nie la connexité par une des caractérisations du cours.

2. (2 points). Non. Prenons par exemple une matrice inversible A de déterminant strictement négatif (il en existe,
on prend une matrice diagonale avec un —1 sur la premiére ligne et des 1 sur les autres ligners). Si GL,(R) était
connexe par arcs, on pourrait trouver un chemin continu v : [0,1] = GL,,(R) tel que v(0) = A et (1) = Id. Le
déterminant étant une fonction continue des coefficients d’une matrice (puisque c’est une combinaison linéaire
de produits des éléments de la matrice), det o est un fonction continue & valeurs réelles, valant —1 en 0 et 1 en
1. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on a donc qu’il existe to €]0, 1] tel que det(y(to)) = 0. Donc la
matrice y(tp) n’est pas inversible, ce qui donne la contradiction voulue.

Exercice 5 (3,5 points). Notons L I'ensemble considéré. Comme L.(R™) est de dimension finie, pour montrer que L
est compact, il est suffisant de montrer que L est fermé et borné. Par équivalence des normes en dimension finie, on
peut travailler avec une norme triple ||| - ||| associée & une norme || - || sur R™.

o L est fermé : soit (fy)nen+ une suite d’éléments de L et f € L.(E) telle que f, — f pour ||| - |||. Soit x € K.
Alors f,,(z) € K par hypothése. Comme ||f,(x) — f(2)|| < |||fn — Flll||2z]|, on a aussi que f,(x) — f(z) quand
n — oco. K étant compact, il est fermé, donc f(z) € K. Ainsi, f(K) C K et f € L.

o L est borné : Comme K est compact, il est borné et donc inclus dans une certaine boule Bf(0, M). Soit alors
f € L. Comme B(0,a) C K, on a entre autres f(B(0,a)) C K C B(0,M). Notamment, pour tout € S(0,1),
ax € By(0,a). Donc ||f(ax)|| < M, donc ||f(z)|| < 2. Par une des définitions de la norme triple, on en déduit
donc que [||f]|| < 2. Donc L C By () et L est bien borné.
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