Topologie et analyse

Pierre Lissy
Basé sur des notes de cours de Dario Prandi,
relues et corrigées par Marc-Antoine Vassenet

13 janvier 2023



Table des matiéeres

[ntroduction| 5
0__Ensembles dénombrables| 6
(1 Espaces meétriques et espaces vectoriels normes 11
[1.1 Deéfinition et exemples| . . . . . . . ... oo 11
[1.1.1  Deux exemples tondamentaux|{. . . . . . . ... ... ... ..... 12

[1.1.2 Autres exemples d’espaces métriques| . . . . . . . . ... ... 13

[1.1.3  Construction d’espaces métriques| . . . . . . . . . . . . . . ... .. 14

|1.1.4 Distance d’un point a une partie, distance entre deux parties, |

| diametre, ensemble borné| . . . . ... ... oL 15
1.2 Espaces vectoriels normeés| . . . . . .. ... o oo 17
[1.2.1 Définitions et premieres propriétés| . . . . . . . ... .. ... ... 17

1.2.2 Exemplesd’evn| . . . . ... ... o oo 18

M3 Exercicesl . . . o o o vt 22

2 Topologie des espaces métriques et des evn | 25
2.1  Ensembles ouverts et fermésf . . . . . . . . ..o oo 25
[2.2  Intérieur, adhérence, frontiere] . . . . . . . . . ... oL 28
[2.2.1  Meétriques induites] . . . . . . . ... o 30

2.3  Comparaison de métriques et de normes| . . . . . . . . ... ... ... .. 31
[2.3.1 Comparaisons topologiques| . . . . . . . . . .. ... ... ..... 31

[2.3.2  Comparaisons métriques| . . . . . . . . . . ... 32
RATEXercicesl . . . oo 33

[3 Convergence et continuité 36
3.1 Convergence de suites| . . . . . . . . . . o 36
B.I1.1 Définition| . . . . . . . . .. 36

[3.1.2  Propriétés de la convergence| . . . . ... ..o 37

13.2  Les notions topologiques a travers la convergence| . . . . . . .. ... ... 38
[3.2.1  Comparaisons topologiques et suites| . . . . . . ... ... ... .. 40

[3.2.2  Densité dans un espace métrique| . . . . . . ... 42

323 Théoreme de Wejerstrasd . . . . . ... ... ... ... ... 43

3.3 Continuité dans un espace métriquel . . . . . . . . . . ... ... 44
[3.3.1  Uniforme continuité et applications Lipschitziennes| . . . . . . . . . 48
BA_Exercices . . . . . .o 50



[4  Complétude et théoreme du point fixe de Picard| 55

4.1 Compléetude] . . . . . . . 99
[4.1.1 Suitesde Cauchy| . . . . . . ... ... . o 55
4.1.2  Espaces complets| . . . . . ... ... Lo 56
4.1.3  Exemples d’espaces complets| . . . . ... ... ... 59

4.2 Théoreme du point fixe de Picard|. . . . . .. ... ... ... ... .... 61

¢ doremef. .. o. ... 62

422 La suite de Fibonacal et le nombre d’orf . . . . . .. ... ... .. 63

HE3 EXercices . . . . o vt i, 64

68

5.1  Compacité au sens de Bolzano-Weierstrass|. . . . . . . . .. ... ... .. 68
b1l Tecasréell. . . . . . . . . 68
[5.1.2  Définition et premieres propriétés|. . . . . . . . . .. .. ... ... 68

5.2 Continuité et compacité au sens de Bolzano-Weierstrass| . . . . . . . . .. 71

b.3  Compacité au sens de Borel-Lebesgue, précompacité, séparabilité] . . . . . 73
5.3.1  Précompacitéel . . . . . ... o 73
15.3.2 Espaces séparables| . . . . ... ... o oo 75
[5.3.3  Compacité au sens de Borel-Lebesgue (BL)| . . . . . ... ... .. 7
5.3.4  Compacité relative] . . . . . .. ... oo oo 80

5.4 Compacité dans les evn et ses conséquences| . . . . . . . .. ... ... .. 81
5.4.1 Parties compactes de (K*, [| - |loo)l. . . . . . . . o oL 81
5.4.2 Equivalence des normes en dimension ﬁnie| .............. 82
0.4.3 lLe cas de la dimension mnfiniel . . . . ... ... ... ... .. ... 84

5.5  Quelques applications| . . . . . . ... .. ... o 85
95.5.1  Fonctions non bornées a 'infinal . . . . . . ... ... ... ... 85
[5.5.2  Théoreme des compacts emboités|. . . . . . . ... ... ... ... 86
[5.5.3  Suites convergentes|. . . . . . .. ..o 87
5.5.4 Théoreme d’Ascoli-Arzélal . . . . . .. . . ... ... ... ... .. 87

BB _Exercices . . . o v v v v 89

6 Connexitél 93

6.1  Connexité par arcs| . . . . . . . . . .. e 93
[6.1.1 Définition et exemples| . . . . . . . . ... ... L. 93
6.1.2  FEnsembles convexes . . . . ... ... .. oL 93
16.1.3 Connexité par arcs et continuité| . . . . . ... ... ... ..... 95

6.2 Connexitél . . . . . . . . . 95
|6.2.1  Définition et caractérisations équivalentes| . . . . . . . . . .. . .. 95
6.2.2 Connexite et continuitel . . . . . .. ... .. 0oL 96
|6.2.3  Connexite et connexité par arcs|. . . . . . . . . .. ... ... .. 98

6.3 Exercicesl . . . . . . . e 101



[/ Applications linéaires et continuité| 104

7.1 Application linéaires continues| . . . . . . .. ... ... ... .. ..., 104
[7.1.1 Caractérisations de la continuitél . . . . ... ... ... ... ... 104
[7.1.2  L’espace vectoriel normé L.(E, F)| . . .. ... ... ... ..... 105
[7.1.3  Quelques exemples de calculs de norme d’opérateur|. . . . . . . .. 108
[f1.4 Te cas de Ja dimension finiel . . . . . ... ... ... ... ..... 110
[7.1.5 Composition d’applications linéaires continues|. . . . . . . . . . .. 111

[7.2  L’algebre normée L.(F) et application aux matrices| . . . .. ... .. .. 112
[7.2.1 La notion d’algebre normeée| . . . . . . . ... ... L. 112
[7.2.2  Séries dans les espaces de Banach|. . . . . ... ... ... ... .. 113
[7.2.3  Quelques séries dans les algebres de Banach| . . . . . .. ... ... 114
[7.2.4 Application aux espaces de matrices| . . . . . . .. ... ... ... 117

M3 EXErciCes . . o v v v o e e 118



Introduction

Ce cours présente les concepts fondateurs de la Topologie et quelques éléments d’Ana-
lyse Fonctionnelle. La topologie vise & donner un cadre général (ici, le cadre des espaces
dits métriques, puis des espaces vectoriels normés) qui permet d’étudier certaines pro-
priétés géométriques d’ensembles et qui permet de donner un sens aux notions de limites
de suites, de continuité, .... L’analyse fonctionnelle est quant a elle une branche des
mathématiques qui s’intéresse aux propriétés des espaces de fonctions, et est tres reliée
a la topologie, comme on le verra dans ce cours.

Ce polycopié est fortement inspiré des polycopiés [II [4]. Un ouvrage de référence qui
pourra étre consulté avec profit est [3].

Le niveau de difficulté des exercices est indiqué de la maniere suivante : une étoile
signifie un exercice proche du cours, qu’il serait donc bon de savoir faire sans trop de
difficultés. Deux étoiles signifie un exercice de difficulté moyenne. Trois étoiles signifie
un exercice plus difficile.



0 Ensembles dénombrables

Ce chapitre vise a introduire la notion d’ensemble dénombrable, fondamentale en
mathématiques. En effet, il est bien connu qu’il existe des ensembles de cardinal fini
ou infini, mais parmi les ensembles de cardinal infini, on a envie de dire que certains sont
“plus gros” que d’autres. Par exemple, on aurait envie de dire que R est “plus gros” que
N. Nous allons donner un sens plus précis a ceci, puis démontrer que c’est effectivement
le cas.

Définition 0.1. Soit E un ensemble. F est dit dénombrable s’il existe une bijection
entre E et N (ou, ce qui revient au méme, une bijection entre N et E).

Remarque 0.1. De la maniere dont est définie la dénombrabilité ici, il est clair que E
est nécessairement de cardinal infini. En effet, si &/ était de cardinal fini, il en serait de
méme pour N puisqu’une bijection conserve le cardinal des ensembles finis.

Exemple 0.1. Toute partie de N est soit finie, soit dénombrable. En effet, si I’on prend
une partie A de N, soit elle est de cardinal finie, soit elle est de cardinal infinie. Dans
ce dernier cas, on peut énumérer ses éléments sous la forme A = {ag,a1,...}, ol pour
tout i € N, on a a; < a;+1. On pose alors ¢ : 1 € N = a; € A. ¢ est clairement injective
(sii < j, alors, par récurrence, a; < aj, donc 'égalité a; = a; donne nécessairement que
i = j) et surjective puisque pour tout a € A, il existe ig € N* tel que a = a;,. Donc ¢ est
une bijection entre A et N. Par exemple, si A est 'ensemble des nombres entiers pairs
non nuls, on a (i) = 2 + 2i.

Bien str, 'exemple précédent peut se généraliser a tout ensemble dénombrable.

Proposition 0.1. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est soit fini, soit
dénombrable.

Démonstration. Soit E un ensemble dénombrable, ¢ une bijection entre N et F, et A
une partie de E. Si A est fini, il n’y a rien & montrer. Si A est infini, alors ¢ ~1(A) est une
partie infinie de N, qui est donc dénombrable par I’exemple Soit ¢ : N — ¢~ 1(A)
une bijection. Alors ¢ 01 est bien définie et bijective de N dans ¢(p~1(A)) = A, comme
composée de bijections. O

L’avantage principal des ensembles dénombrables réside dans la propriété suivante, qui
dit qu'un ensemble est dénombrable si et seulement si on peut énumérer ses éléments,
sans omission ni répétition, dans une suite indexée par des entiers.

Proposition 0.2. Un ensemble E est dénombrable si et seulement si on peut ranger ses
éléments en une suite d’éléments distincts (Tp)nen, i.€. si et seulement si E s’écrit sous
la forme E = {xy}nen, avec T, # Ty, pour tout n # m.



Démonstration. Le sens réciproque est trivial : si E = {x, }pen, alors ¢ :n € N — x, €
E est une bijection entre N et E. (c’est le méme raisonnement que dans I'exemple .

Le sens direct n’est pas beaucoup plus difficile : soit ¢ une bijection entre N et F.
Alors E = {p(n)|n € N}, donc il suffit de poser x,, = ¢(n). O

Exemple 0.2. Z est dénombrable. En effet, on peut écrire Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}.
On pose alors g = 0, et pour n € N*, 29,1 = n et xo, = —n, de telle sorte que 'on a
bien Z = {x,|n € N}, ou les z,, sont deux & deux distincts.

Une propriété importante et utile dans la suite est la suivante.

Proposition 0.3. Soit E un ensemble dénombrable, F' un ensemble quelconque, et f :
E — F une application surjective. Alors F' est fini ou dénombrable.

Démonstration. Si F est fini, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc F' de cardinal
infini. Pour tout y € F, on choisit un =, € E tel que f(x,) = y. Alors I'application
g:y € F — x, € F est clairement une application injective, car si x, = x., en
appliquant f, on a y = f(zy) = f(z.) = 2. Soit G = g(F). Alors g : F — G est une
bijection de F' vers G C E. E étant dénombrable, par la Proposition G est fini ou
dénombrable. F' étant de cardinal infini et g étant une bijection, G ne peut pas étre fini,
il est donc dénombrable. Soit ¢ : N — G une bijection. Alors g~! o ¢ est une bijection
de N vers ¢g71(G) = F, comme composée de bijections. O

On peut déduire du point précédent un analogue pour les fonctions injectives.

Corollaire 0.4. Soit E un ensemble quelconque, F un ensemble dénombrable, et f :
E — F une application injective. Alors E est fini ou dénombrable.

Démonstration. Si E est de cardinal fini, il n’y a rien a démontrer. Si E est de cardinal
infini, f étant injective, Im(F) est de cardinal infini, et fr,,(g) est bijective, d’inverse
g : Im(E) — E. Par la Proposition Im(E) est dénombrable. g étant surjective
(puisque bijective), la Proposition assure que E est de cardinal fini ou dénombrable
(donc dénombrable ici). O

Maintenant, nous allons nous intéresser a des produits d’ensembles dénombrables. La
propriété fondamentale est la suivante.

Proposition 0.5. N x N est dénombrable.

Démonstration. 11 faut donc réussir a ordonner les éléments de N x N en une suite. On
pose xo = (0,0), z1 = (1,0), z2 = (0,1), 3 = (2,0), z4 = (1,1), x5 = (0,2), et ainsi de
suite. Donnons une formule analytique pour cette construction. On pose

(n+m)(n+m+1) e

p:(n,m) e Nx N~ 5

On a alors ¢(0,0) =0, ¢(1,0) =1, ¢(0,1) = 2, p(2,0) = 3, et ainsi de suite. ¢ semble
donc convenir pour créer une bijection entre N x N. Montrons-le rigoureusement.



—  est injective : supposons que

wrm@rmtl) o D o

n+m n'+m/’
(Z k> +m = ( Z k) +m'.
k=0 k=0

Supposons par exemple que n’ +m’ > n + m. Alors on a

On réécrit ceci comme

n'+m’

Z E=m—m.

k=n+m+1

Notamment, en prenant le premier terme de la somme, on a nécessairement n+m-
1<m—-m, ie n+1<—m, cequiest évidemment impossible. Un raisonnement
totalement symétrique montrerait que n’ +m’ < n+m n’est pas non plus possible.
Donc n+m = n/ +m/, et donc 1’égalité donne m = m/, mais comme n +m =
n’ +m’, on a bien aussi que n = n'.

— ¢ est surjective. On se donne p € N, et on souhaite trouver (n,m) € N? tels que
p= Wr%ﬂ +m. Introduisons la suite uqg = > ¢_, k. C’est une suite d’entiers
strictement croissante, qui tend vers 400 quand ¢ — +o00. Notamment, il existe un
unique ¢ € N tel que p € [Jug, ug+1|[. On pose alors m = p—u, € N, puis n = g—m.
Remarquons qu'on a aussi n € N car n = q + uqg — p, donc n = q + ug — ug41-
Or, clairement par construction, u,41 = ug + ¢ donc n > 0. On a donc alors que
D= m + Ug = M ~+ Uy, comme voulu.

O

Cette propriété a pour conséquence que tout produit fini d’ensembles dénombrables
est dénombrable.

Corollaire 0.6. Si )y et E5 sont deux ensembles dénombrables, alors E X Eo est un en-
semble dénombrable. Plus généralement, si E1, Fo, ...E, sontn ensembles dénombrables
(n > 2), alors By x Ey...x E, est dénombrable.

Démonstration. Pour le cas n = 2, il suffit essentiellement de se ramener a la dénombrabilité
de N x N de la maniere suivante : on sait que Fq et E5 sont dénombrables, soient donc
@i (i = 1,2) une bijection de E; vers N. Alors I'application ¢ : (e1,e2) € E1 X Ey +—
(p1(e1),p2(e2)) € N x N est clairement une bijection de Ey x E vers N x N.

Soit 1 une bijection de N x N vers N (elle existe par la Proposition . Alors l'ap-
plication ¥ o ¢ est bien définie de F; X E» vers N et est une bijection, comme composée
de bijections.

Le cas n quelconque est completement évident, en utilisant un raisonnement par
récurrence.

O]



Corollaire 0.7. Q est dénombrable.

Démonstration. Soit f : (p,q) € Z x N* — £ € Q. Par définition de Q, f est surjective.
De plus, Z est dénombrable par l’Exemple N* est dénombrable comme sous-ensemble
infini de 'ensemble N et application de la Proposition[0.1} On applique alors le Corollaire
qui nous dit donc que Z x N* est dénombrable. Par la Proposition [0.3] on en déduit
que Q est fini ou dénombrable. Mais Q n’est pas de cardinal fini (il contient N), il est
donc dénombrable. ]

Corollaire 0.8. Soit E un ensemble (dénombrable ou non) et Ey, Es, ...une collection
finie ou dénombrable de sous-ensembles finis ou dénombrables de E. Alors Fh U Es . ..
est fini ou dénombrable.

Remarque 0.2. Bien sir, il faut comprendre qu’une réunion finie de sous-ensembles finis
sera finie, une réunion finie d’ensembles dénombrables sera dénombrable, une réunion
dénombrable d’ensembles dénombrables sera dénombrable. Par contre, on ne sait pas si
une réunion dénombrable d’ensembles fini est finie ou dénombrable (par exemple, si les
E; sont tous égaux, la réunion sera finie, si les F; sont tous disjoints deux a deux, la
réunion sera dénombrable).

Démonstration. Nous n’allons traiter que le cas ou il y a une infinité dénombrable de
sous-ensembles, la preuve étant similaire (et un peu plus simple) dans le cas d’un nombre
fini d’ensembles.

On pose X = U;erE;. Pour tout ¢ € N*, on introduit une application ¢; de N vers FE;
qui soit surjective (si E; est fini, il suffit par exemple d’écrire E; = {z;1,2i2,... Tin, },
ou n; = Card(E;), et de poser ¢;(j) = x;j+1 pour 0 < j < n; et ¢(j) = x;p, pour
j = ny, et si E; est dénombrable, par définition on peut méme prendre ; bijective). On
pose alors Papplication f : (i,j) € N* x N — ¢;(j) € X. Cette application est clairement
surjective : si x € X, alors il existe un ig € N* tel que x = Tig,niy - Puisque chacune des
@i est surjective, p;, et surjective, il existe donc n € N tel que ¢;,(j) = x;, = =, donc
x = f(ig,j). N* x N étant dénombrable par les Propositions et on en déduit en
appliquant la Proposition que X est fini ou dénombrable. ]

Nous avons donc a notre disposition beaucoup d’ensembles dénombrables, et tout un
tas de maniere de construire de nouveaux ensembles dénombrables a partir d’ensembles
dénombrables connus. Une question naturelle est donc de savoir s’il existe des ensembles
non dénombrables. La réponse est oui.

Théoreme 0.9. R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Nous allons donner ici la preuve originelle de Cantor, qui repose sur ce
qui est appelé l'argument diagonal de Cantor. Raisonnons par I’absurde et supposons
que R est dénombrable. Alors, par la Proposition [0, 1] est aussi dénombrable. On
écrit donc [0, 1[= {xn }nen=, oU les z, sont distincts. Soit alors z, € [0, 1] quelconque.
On peut alors écrire de maniere unique z,, comme

—+00
o Ak,n
In = Z 10%°’

k=1




ol (agn)ken+ est une suite d’entiers qui n’est pas stationnaire a 9 (c’est exactement ce
qu’on appelle le développement décimal propre). On construit alors un = € [0,1] de la
maniere suivante :

ou by = 0 siary # 0, et by = 1 si apr = 0 (cette construction donne bien un
développement décimal propre, puisque la suite (bg)ren+ ne stationne pas a 9). Or,
il existe un certain indice i € N tel que z = x;. On a alors nécessairement que pour tout
k € N*, par unicité du développement décimal propre, by = a ;. Notamment, b; = a;;,
ce qui est impossible par construction. ]

Remarque 0.3. Une preuve relativement similaire donnerait qu’aucun intervalle de R
non réduit a un point n’est dénombrable.
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1 Espaces métriques et espaces vectoriels
nOrmes

1.1 Définition et exemples

La notion d’espace métrique vise a généraliser la notion de “distance” entre deux
points, telle qu’elle est définie a ’aide par exemple de la valeur absolue dans R ou de
la distance euclidienne entre deux points (i.e. la longueur du segment reliant ces deux
points) dans R?

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur X est
une application

d: X x X —[0,+00], (1.1)
qui satisfait les propriétés suivantes :
1. (Séparation) Pour tout z,y € X, on a d(x,y) = 0 si et seulement si z = y.
2. (Symétrie) Pour tout z,y € X, on a d(x,y) = d(y, z).
3.

(Inégalité triangulaire) Pour tout x,y,z € X, on a
d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2). (1.2)

La couple (X,d), ou X est un ensemble non vide et d une distance sur X, est appelé
un espace métrique. De plus, on dit que d(x,y) est la distance entre les points x et y.

Remarque 1.1. Par définition, une distance doit satisfaire d(z,y) < 400 pour tout
T,y € X.

Remarque 1.2. Comme on le verra dans la suite, il pourra arriver que 'on munisse
un méme ensemble non vide X de différentes distances. Pour éviter de les confondre,
on pourra donc étre amené a indexer ces différentes distances. Par exemple, si X est
muni de deux distances d; et do distinctes, méme si I’espace de départ X est le méme,
il conviendra de ne pas confondre (X, d;) et (X,dz) en tant qu’espaces métriques.

On peut déduire des axiomes d’un espace métrique I'inégalité trés importante suivante.

Proposition 1.1 (Inégalité triangulaire inversée). Soit (X,d) un espace métrique. Pour
tout x,y,z € X, on a

’d(.%', Z) - d(yv Z)‘ < d(m,y). (1'3)

11



Démonstration. De 'inégalité triangulaire d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), on déduit que
d(z,z) — d(y,z) < d(x,y). Maintenant, de 'inégalité triangulaire d(y,z) < d(y,x) +
d(x,z), on tire en utilisant la symétrie que d(y,z) — d(z,2) < d(y,z) = d(z,y). On a
donc bien I'inégalité (|1.3)) (car |d(x, z) — d(y, z)| vaut soit d(zx, z) — d(y, z), soit d(y, z) —
d(z, z)). O

1.1.1 Deux exemples fondamentaux

Comme expliqué en introduction, la notion de distance est censée généraliser la notion
usuelle de distance entre deux points dans R et RZ2. Il convient donc de vérifier que
ces espaces, munis de leur distance usuelle, sont des espaces métriques au sens de la

Définition [LL11

Exemple 1.1 (Métrique standard sur R). On considere I’ensemble R des nombres réels,
et on pose ds(a,b) = |a — b| pour tout a,b € R. Il est clair que ds : R x R — [0, 4o00].
De plus, dg vérifie trivialement les propriétés de séparation et de symétrie. Finalement,
I'inégalité triangulaire est une conséquence du fait que pour tous a,b € R, on a |a+b| <
la| 4+ |b|. En effet, ceci implique que pour tout z,y,z € R, on a

ds(z,2) =z — 2| =z —y+y—2| < |z —y[+ |y — 2| = ds(z,y) + ds(y,2).  (1.4)

Donc, dg est une distance sur R et (R,ds) est un espace métrique. la distance dg est
appelée distance standard sur R. Si jamais on considere I’espace métrique R sans préciser
de quelle distance on le munit, cela signifiera implicitement qu’on le munit de la distance
standard.

Exemple 1.2 (Métrique euclidienne sur R?). On considere le plan R?, et on pose

do((21,91), (22, 92)) = V(21 — 22)? + (41 — 42)?

pour tout (x1,v1), (x2,%2) € R? (le choix de la notation ds sera justifié ultérieurement).
Il est clair que ds : R? x R — [0, +00o[. De plus, do vérifie trivialement les propriétés de
séparation et de symétrie. Il nous reste donc a démontrer 'inégalité triangulaire. Soient
donc (z1,v1), (T2, v2), (73,y3) € R%. On doit démontrer que

do((z1,91), (73,y3)) < da((z1,91), (22,92)) + d2((72, y2), (23,¥3))- (1.5)

Pour ce faire, nous allons effectuer un petit calcul intermédiaire, qui utilise le théoreme de
Pythagore de maniére intelligente. Considérons deux vecteurs u = (u1,u2) et v = (v1,v2)
de R?, avec v supposé non nul. On rappelle que la norme euclidienne de u est donnée
par |[u]|> = u? + u3 (idem avec v ou n’importe quel vecteur de R?) et que le produit
scalaire de u et v, noté (u,v), est donné par (u,v) = u1v1 + uzve. Comme v est non nul,

fﬂ}ﬁg On remarque alors que Av et u — Av sont orthogonaux. En effet,

on peut poser A =

2 2
A —A = o )\2 2 — <U,'U> _ <’LL,'U> 2 —-0.
(= 20} = Moy = W2l = et Sty
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Par le théoréme de Pythagore, on a donc ||[Av||? + ||u — Av||2 = ||u — Av + \v||? = ||u]|2.

2
Notamment, ||u||? > [|\v]|?> = ﬁvvl)g , qui se réécrit donc en passant & la racine carré de

chaque coté
[(w, 0} < [lul] []v]]. (1.6)

De plus, cette inégalité reste trivialement vraie si v est le vecteur nul, chacun des deux
membres étant nuls.

Revenons donc maintenant & la démonstration de . En revenant a la définition de
do et en passant au carré, on voit que est équivalent (car les membres de gauche
et de droite dans sont positifs) a

(r1-23)+n-s)? < (Vo — 227+ = 3l + V(o — 2P + (2= w)?) - (17

Posons u = (z1 — z2,y1 — y2) et v = (x2 — x3,y2 — y3). alors u — v = (x1 — T3,Yy1 — Y3)
et on a alors, en utilisant ,
(x1 —23)* + (11 — y3)* = |lu — ||
= [[ull® + [[o[[* = 2(u, v)
< ful? + (o] + 2(u, )]
< lul? + (ol + 2[ful| [fol]
< ([lull + [lol])?

= (Vw2 o wP +Vmm  e w))

C’est exactement I'inégalité ([1.7)), qui est équivalente a I'inégalité voulue ((1.5)).
La distance dy est appelée distance euclidienne sur R2.

1.1.2 Autres exemples d’espaces métriques

Un fait remarquable est que tout ensemble non vide X admet une métrique, dite
triviale ou discrete.

Exemple 1.3 (Métrique discrete). Soit X un ensemble non vide. La métrique discreéte
sur X est définie par

0 six =y, (1.8)

1 sinon.

ddiscr($7y) = {

Il s’agit bien d’une distance. En effet, dgiscr Vérifie trivialement les propriétés de séparation
et de symétrie. L’inégalité triangulaire est aussi facile a démontrer : si z,y,z € X, on
distingue alors trois cas :
— Siz=y=z alorsd(x,2) =0< 0+ 0=d(x,y) + d(z, 2).
— Siz =yetz#x (et donc z # y), alors d(z,2) =1 <0+ 1 =d(z,y) + d(z, 2).
Meéme chose pour lescasouz =z et yZ zetsiy==zetx # 2.
— Siz, y et z sont tous distincts, d(z,2) =1 < 14+ 1=d(z,y) + d(y, 2).

13



Donnons un autre exemple, qui illustre que pour le méme ensemble, il peut exister
beaucoup de distances différentes.

Exemple 1.4 (a-métriques sur R). On considére la ligne réelle R. Pour a €]0, 1], on
définit d, : R x R — [0, +00[ par

da(l‘>y) = |l‘ - y|aa vx7y € R. (19)

Bien sur, di = ds de ’Exemple Les propriété de séparation et de symétrie sont
clairement vérifiées. Donc, pour vérifier que d, est une métrique, il suffit de montrer
I'inégalité triangulaire.

En posant a =z — y et b = y — 2z, ceci revient a montrer que pour tout a,b > 0 on
a (a+b)* < a® +b*. Or la fonction f(t) = t* est une fonction concave[[| sur R*, pour
a €]0,1]. En effet, sur R**, f est deux fois dérivable et f”’(t) = a(a — 1)t*"2 < 0. f
est donc concave sur RT et on se convainc aisément que rajouter 0 ne change pas grand
chose. On pose A tel que a = (1 — A)(a + b), autrement dit A = aLer € [0,1]. II est
immédiat que b = A\(a + b). En utilisant la concavité de f, on obtient

a®=fla)=fA-0+(1=XN)(a+b)>(1—-N(a+b), (1.10)
b* = f(b) = f(Ma+b)+ (1 —X)-0) > Aa+ b)“. (1.11)

En sommant ces deux inégalités, on obtient le résultat voulu.
On vérifiera a titre d’exercice que si a > 1, alors 'application d, n’est pas une
métrique.

Avant de rentrer plus en détail dans les questions de topologie, on peut a se stade
donner quelques définitions et constructions complémentaires.

1.1.3 Construction d’espaces métriques

Une question relativement naturelle est la suivante : étant donné un ou plusieurs
espaces métriques supposés connus, peut-on créer de “nouveaux” espaces métriques ?
Nous allons voir deux manieres de le faire, une par “restriction” & un sous-ensemble, et
une par “extension”, au sens ici du produit.

Définition 1.2 (Sous-espace métrique). Soit (X,d) un espace métrique et Y C X une
partie non vide. On note djy : Y x Y — [0,+o00] la restriction de d & ¥ x Y. On
vérifie aisément que d)y est une distance sur Y, appelée distance induite sur Y. L’espace
métrique (Y, djy) est appelé un sous-espace métrique de (X,d). Quand il n’y a pas de
risques de confusion, on s’autorisera 1’abus de notation qui consiste & écrire (Y,d) a la
place de (Y,d}y).

Définition 1.3 (Espace métrique produit). Soit n € N avec n > 2 et (X;, di)ig[j1,n|
une collection de n espaces métriques. On pose X = X; X Xo... X X,,. Pour z =
(1,-.-2n),y = (Y1,...Yn) € X, on pose

d(z,y) = max di(zs,1s)-
i€][|1,n|]

1. id.e. telle que f(Az 4+ (1 — X)y) > Af(z) + (1 — X) f(y) pour tout =,y > 0 et A € [0,1].
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Alors (X, d) est un espace métrique. d est appelée la distance produit sur X

Dans la définition précédente, le fait que d : X x X — [0,4o00 est évident. Les
propriétés de séparation est de symétrie le sont aussi. Enfin, I'inégalité triangulaire est
aussi vérifiée. En effet, considérons x = (z1,...2),y = (Y1, ---Yn), 2 = (21,...,2n) € X.
Prenons iy € [|1,n|] tel que d(z,z) = di, (24, zi,) (un tel iy existe par définition du
maximum). En appliquant l'inégalité triangulaire a la distance d;,, on obtient alors, en
utlisant la définition du maximum,

d(.’[‘, Z) < dio(l‘ioayio) + dio(yioa Zi()) g d(l‘,y) + d(y7 Z)'

Remarque 1.3. Le choix d’utiliser le maximum dans la définition de la métrique produit
peut sembler arbitraire (on aurait plus tout a fait prendre une somme, ou beaucoup
d’autres choses, tant que les axiomes d’une distance sont vérifiés). En un certain sens, ce
choix est bien arbitraire, mais prendre par exemple la somme ne changerait pas grand
chose pour les chapitres qui suivent. On reviendra la-dessus quand on introduira la notion
de métriques équivalentes.

1.1.4 Distance d’un point a une partie, distance entre deux parties,
diametre, ensemble borné

Si (X,d) est un espace métrique, on a déja vu comment donner un sens a la distance
entre deux points. On peut généraliser cette notion & des ensembles.

Définition 1.4. Soit (X,d) un espace métrique, x un élément de x et A une partie non
vide de X. On appelle distance de = & A, notée d(z, A), la quantité

d(z, A) = Cillngqd(ac,a)(> 0).

Soit B une autre partie non vide de X. On appelle distance de A & B la quantité

d(A, B) aei{lbfeBd(a’b)( inf d(a, B) = inf d(b, 4))(> 0)

Remarque 1.4. On peut alors réécrire d(x, A) comme étant d({z}, A).
Une remarque triviale est la suivante.

Proposition 1.2. Si A C B ou B C A, alors d(A, B) = 0. Notamment, si z € A, alors
d(z,A) =0.

Démonstration. Supposons par exemple que A C B. Soit a € A. Alors a € B et d(a,b) =
0. Or 0 < d(A4, B) < d(a,a) = 0 donc d(A, B) = 0. Par symétrie, on traite de la méme
maniere le cas B C A, et on utilise la Remarque pour traiter d(z, A). ]

Attention, la réciproque de la proposition est fausse.
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Exemple 1.5. On se place dans (R,ds). On pose x = 0 et A =]0,1]. Alors z ¢ A, mais
pourtant d(z, A) = 0. En effet, si n € N*, alors 1/n € A et par définition de ds(zx, A),
on a0 < ds(z,A) < dg(z,1/n) = 1/n. Or 1/n — 0 quand n — oo. On a donc bien
d(xz,A) = 0.

Remarque 1.5. Il est clair que lapplication d : P(E)\ {0} x P(E)\ {0} — RT vérifie
I’axiome de symétrie. Il ne s’agit toutefois pas d’une distance puisque les deux autres
axiomes ne sont pas forcément vérifiée. Pour 'axiome de séparation, si ’on reprend
I’Exemple on a exhibé deux ensembles distincts {z} et A tels que d({z}, A) = 0. On
verra en exercice une maniere de définir une distance sur les ensembles. Pour I'inégalité
triangulaire, on peut par exemple, dans (R, ds), poser A = [0,1], B = [2,3], et C = [4, 5].
Alors d(A,C) =3,d(A,B) =1, et d(B,C) =1, donc d(A,C) > d(A, B) +d(B, C).

Définition 1.5. Soit (X,d) un espace métrique. Le diametre d’une partie non vide
A C X est la quantité

diam A = sup d(z1,z2) € [0, +00]. (1.12)
r1,09€A

Une partie A de X est dite bornée si A = () ou si diam A < +o0.

Remarque 1.6. Evidemment, le diametre d’un singleton est toujours 0 (donc tout
espace métrique contient forcément des parties bornées), et le diametre d’une partie
ayant au moins deux éléments est forcément strictement positif.

Remarque 1.7. Il peut exister des parties bornées ou non bornées dans un espace
métrique quelconque. Par exemple, dans (R, ds), on vérifie aisément que diam(R) = 400
alors que diam(]0, 1]) = 1.

De maniere assez évidente, on a la propriété suivante.

Proposition 1.3. Soit (X,d) un espace métrique, B C A deuz parties non vides de X .
Alors diam B < diam A. Notamment, si A est bornée, alors B est bornée.

Démonstration. C’est évident par définition du diameétre : comme B C A, un sup sur les
éléments de B est forcément inférieur & un sup sur les éléments de A :

diam B = sup d(zj,z2) < sup d(x1,x2) = diam A.
r1,22€8 r1,22€A

Voici une propriété utile sur les des parties bornées.

Proposition 1.4. Soit (X,d) un espace métrique et Ay, ... A, un nombre fini de parties
bornée. Alors A1 U...U A, est bornée.

Remarque 1.8. Bien str, la propriété devient en général fausse si on prend un nombre
infini de parties bornées (prendre par exemple, dans (R,ds), A, = {n} qui est une partie
de diametre 0 donc bornée, mais | J A, = N, qui n’est pas borné car d(0,n) = n — oo
quand n — 00).
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Démonstration. On se convainc qu’il suffit de traiter le cas n = 2, une récurrence
immédiate permettant de traiter le cas général. Soient donc A et B deux parties bornées
non vide (I’énoncé étant trivial si A ou B est vide). Soient (z1,22) € AU B. On a alors
deux possibilités :
— Soient z; et x9 sont dans A, dans ce cas d(z1,z2) < diam(A), soient 1 et xo sont
dans B, dans ce cas d(x1,x2) < diam(B).
— Soit 'un est dans A et l'autre dans B, par exemple, 1 € A et zo € B (le cas
x1 € B et z9 € A se traite de la méme maniére en échangeant les roles de x; et
x2). On se donne alors deux points fixés a1 € Ay et ag € Ay. On a alors

d(zy,x2) < d(r1,a1) + d(a1,az) + d(az, x2) < diam(A) + d(a,b) + diam(B).

En résumé, si on prend le sup sur tous les x1, x9 € A;NAg, on a bien que diam(A;, A2) <
oo et
diam(A;, A2) < diam(A) + d(a, b) + diam(B).

1.2 Espaces vectoriels normés

Une classe tres importante d’espaces métriques est obtenue en introduisant la notion
de norme pour un espace vectoriel. Dans ce cours on considérera seulement des espaces
vectoriels sur R ou C. Selon que 'on se place sur R ou C, | - | désignera donc la valeur
absolue ou le module.

1.2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.6. Soit E un espace K-vectoriel (K = R ou K = C). Une norme pour E
est une application
n:E —[0,+00), (1.13)

qui satisfait les propriétés suivantes :

1. (Séparation) : Pour tout v € E, on an(v) =0 = v =0g;

2. (Homogénéité) : Pour tout v € E et A € K on a n(A\v) = |A[n(v);

3. (Sous-additivité, ou inégalité triangulaire) : Pour tout v,w € E on a n(v + w) <

n(v) + n(w).

La couple (E,n) est dite un espace vectoriel normé (evn). Aussi, on note souvent n(v) =
[o]] ou n(v) = v &-

Remarque 1.9. En prenant A = 0 dans la propriété d’homogénéité, on voit que n(0g) =
0.

Remarque 1.10. On peut interpréter une norme comme une notion de longueur pour
les vecteurs de E. Ainsi, la positivité nous dit que le seul vecteur de longueur 0 est le
vecteur nul et ’homogénéité nous garantit que cette longueur est compatible avec la
structure d’espace vectoriel.
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Tout les evn ont une structure métrique canoniquement associée.

Théoréme 1.5 (Métrique associé & une norme). Soit (E,n) un evn. L’application dy :
E x E — [0,400) définie par

du(z,y) = n(z —y), Vo,y € E, (1.14)
est une métrique, dite métrique canoniquement associée a la norme n.

Démonstration. La séparation de n implique immédiatement la séparation de d,. Ainsi,
par homogénéité de n, on a

do(,y) = nlz — y) = n(~(y — 2)) = n(y — &) = du(y, 2), (1.15)

et donc d, est symétrique. Finalement, grace a I'inégalité triangulaire pour n, on a que
pour tout x,y,z € F, on a

du(z,2) =n(z —2)=n((z —y) + (y — 2)) <Kn(z —y) + n(y — 2) = du(2,y) + da(y, 2).
O

Remarque 1.11. Attention, toute métrique sur un espace vectoriel normé n’est pas
nécessairement issue d’une norme (autrement dit, la propriété d’étre un evn est stric-
tement plus forte que d’étre un espace métrique). La distance standard sur R, intro-
duite dans I’Exemple est associée a la norme n(v) = |v| pour v € R. Toutefois, si
a < 1, les a-métriques de 'Exemple ne sont associées a aucune norme. En effet, si
do(z,y) = n(z — y) on aurait

n(Av) = do(Av,0) = [Av|* = [N (v,0) = [A|*n(v), YAeR, veR, (1.16)
ce qui contredirait I’homogénéité de n en prenant par exemple A = 2.
Pour conclure, on dispose aussi d’'une inégalité triangulaire inversée pour les normes.

Proposition 1.6 (Inégalité triangulaire inversée pour les normes). Soit (E,n) un espace
vectoriel normé. Pour tout x,y € E, on a

n(z) = n(y)| < nlz—y). (1.17)

Démonstration. On applique 'inégalité triangulaire inversée (1.3) a d, et z = 0. On a
alors |n(z) —n(y)| = |da(z,0) — du(y, 0)] < du(z,y) = n(z —y). O

1.2.2 Exemples d’evn

Un des points clefs de ce cours est de saisir les différences entre les espaces vectoriels de
dimension finie et ceux de dimension infinie. En particulier, on est intéressé a comprendre
jusqu’a ou les intuitions que 'on pense étre vraies en dimension finie s’étendent a la
dimension infinie.
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Espaces de dimension finie : les p-normes

Soit F un evn tel que dim F = n < 4+00. Nous commencons par montrer qu’il existe
toujours un isomorphisme entre F et K".

En effet, nous pouvons fixer une base de E, noée B = (ey,...,e,). Ceci nous permet
de définir 'application suivante :

n
¢: K" — E,x= (xl,...xn)Hinei. (1.18)
i=1

Cette application est trivialement linéaire. De plus, elle est injective, car B est libre : si
>  xie; = 0, alors pour tout i € [|1,n[], on a z; = 0, donc z = 0 et Ker(®) = {0}. Elle
est surjective, car B est génératrice : si e € E, alors il existe z = (z1,...2,) € K" tel
que e = Y ', w;e;, ce qui signifie exactement que ®(z) = e.

Donc ® est un isomorphisme entre E et K".

Dans la suite nous supposons fixée une base, et donc nous identifierons E avec K".

Définition 1.7. Soit p € [1,+o0]. La p-norme sur K" est 'application || - ||, : K" —
[0, +00) définie, pour tout z € K", par :

n 1/p
]l = (pr) , sip<+too, et |zfo= max E (1.19)
i=1

e|l,n

Le point crucial est le suivant.
Théoreme 1.7. Pour tout p € [1,+00], Uapplication || - ||, est une norme.

Démonstration. Si ||z||, = 0, comme |z;] > 0 pour tout ¢ € [1,n] on a que z; = 0 et
donc x = 0. Ceci prouve la séparation.
Pour prouver 'homogénéité, on fixe A € K, x € K", et on calcule, pour p < 400,

n 1/p n l/p n 1/p
nmm=(§]mm> =<Z]wwm) =M(§]mﬂ = Allle]l,-  (1.20)
=1 =1 =1

Le cas p = +o0 est similaire.
Le point plus délicat est I'inégalité triangulaire. Dans le cas p = +o00, on a

+ < ma |+ yil) < ma i| + ma | = + . 1.21
o+ iloe < mase (Jail + Jil) < o o] + mase [yi] = [l + ol (1:20)

Dans le cas p = 1, on a facilement en utilisant I'inégalité triangulaire dans K que
n n n
4+l = s+ wil <DLl + Y lwil = Izl + [yl (1.22)
i=1 i=1 i=1

Le cas p €]1, +00[ est plus compliqué et est démontré dans le Lemme
Pour montrer I'inégalité triangulaire, on a besoin du résultat suivant.
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Lemma 1.8 (Inégalité de Holder). Soient p,q €]1,4o00[ tels que 1/p+1/q = 1. Alors,

n
Do laillyil < l2llpllylly,  Va,y € K™ (1.23)
i=1
Démonstration. Nous commencons par montrer I'inégalité de Young pour les produits :
aP bl
ab < —+ —, Ya,b > 0. (1.24)
p q

A cet effet, on pose A = 1/p (et donc 1 — X = 1/q). Par concavité du logarithme, on a
log (Aa? + (1 — A\)b?) > Alog(a?) + (1 — X) log(b?) = loga + logb = log(ab).  (1.25)

Par monotonie de la fonction exponentielle, ceci prouve I'inégalité de Young.

On cherche maintenant a prouver . Si ||z, = 0 alors z = 0 et donc I'inégalité
est satisfaite. De méme, le résultat est vrai si ||y|l; = 0. On peut donc supposer que
lz]lp, |lyllg # 0. De plus, en remplacant x par z/||z||, et y par y/||y||4 on voit qu’on peut
aussi supposer ||z, = |ly|lq = 1. En utilisant (L.24), on a donc

|P |a
En sommant sur ¢ € {1,...,n}, on a donc
n p q 1 1
Z i [yi] < ||33Hp + ”qu — =1, (1.27)
— p a P q
ce qui prouve I’énoncé. O

Lemma 1.9 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1,400). Alors,
2+ yllp < llzllp + [y, Vr,y € K™ (1.28)
Démonstration. En utilisant le fait que |a 4 b| < |a| + |b], on a

n
e+l =" | + il - |z + wilP !
=1

n
< (il + lwil) - i + il (1.29)
=1

n n
=Y |l wlP T D Nyl s+ vl
=1 =1

On va maintenant appliquer 'inégalité de Holder ((1.23). A cet effet, on observe que
g = (p—1)/p satisfait 1/p+ 1/¢g = 1. Donc

p—1
n

p P
[z +ylly <zl +lylp) <Z (| +yi|”_1)“> = (lzllp + llyllp) = +yllp~". (1.30)
1=1
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, , . . .. . . . —1
L’énoncé suit en remarquant qu'il est trivial si ||z +y||, = 0, et en divisant par ||z+y|/b
sinon. g

O]

Espaces de dimension infinie

Dans la suite, on va considérer trois espaces et introduire des normes sur eux.

L’espace des polynémes On rappelle qu'un polynome réel P € K[X] est une fonction
P : K — K telle qu'il existe ag,...,a, € K vérifiant

P(z) = Zaixi, Vo € K. (1.31)
i=0
Le degré de P est défini par
deg P =min{m € N | a; =0Vi > m}. (1.32)

On montre aisément que 'espace Ky[z] des polynomes de degré inférieur ou égal a un
entier fixé N € N est isomorphe & KNT1 & travers I'isomorphisme

®: P (ag,...,ay) € KNTL (1.33)
En adaptant les preuves faites pour le cas de dimension finie, on peut donc démontrer
facilement qu’on a les normes suivantes.
Définition 1.8. Soit p € [1, +00]. La p-norme sur K[X] est I"application || - ||, : K[X] —

[0, +00) définie, pour tout P € Rlz] tels que P(x) = Y08 " q27, par :

deg P 1/p
Pll, = P, sip< oo, t Pllos = 1.34
1P| (; |al ) S1p < +00 € 1P ]loo Gﬂg,l(?e)g{P]] |al ( )
L’espace des fonctions continues On note
C(]0,1],K) ={f:[0,1] - K| f est continue}. (1.35)

Si l'on écrit C(]0, 1]), cela sous-entendra toujours que 'on regarde les fonctions a valeurs
réelles. Ceci est un espace vectoriel : si on pose pour f,g € C([0,1],K) et A € R que
(f +9)(x) = f(z) + 9(z), (f9)(z) = f(z)g(x) et (\f)(x) = Af(x), pour tout z € [0, 1].
En particulier, le vecteur nul est la fonction nulle f(x) = 0 pour tout = € [0, 1]. On étend
aisément a cet espace aussi la notion de p-norme.

Définition 1.9. Soit p € [1,+o0]. La p-norme sur C(][0, 1], KK) est I'application || - ||, :
C([0,1],K) — [0, +00) définie, pour tout f € C([0,1],K), par

1 1/p
£l = </O | f(x)[ dw) si p < 400, [ flloo = max |f(z)]. (1.36)

z€]0,1]

On peut montrer que (C([0, 1], K), ||-||,) est un evn pour tout p € [1, 4+o00] (c.f. Exercice
1.10).
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Espaces des suites

Définition 1.10. Soit p € [1,+oc]. On considére I'application || - ||, : KY — [0, +oc]
définie par

+oo 1/p
[(@n)nenllp = (ZZ:; |xip> ; sip < oo, et [(@n)nenlloo = ieﬁllli}éo]] |24
(1.37)
L’espace P(K) C KN est le sous- ensemble de KN défini par
(K) = { (@n)nen € K | (@ )nenlly < +00} (1.38)
On peut montrer que (¢#(K), || - ||,) est un evn pour tout p € [1,4+00] (c.f. Exercice

T.11)).

1.3 Exercices

Exercice 1.1. (*) Montrer que pour « > 1, la fonction d,, définie dans 1’Exemple
n’est pas une métrique.

Exercice 1.2. (*) [Métrique induite] Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.
Supposons qu’il existe une injection f : X — Y. Montrer que I'on induire une métrique
dy sur X comme suit :

ds(a,b) = d(f(a), f(b),  Va,be X. (1.39)

Exercice 1.3. (**)[Distance SNCF] Soit X = R2. Pour tout x = (x1,22),y = (y1,%2) €
R?, on définit

da(x,y) si x et y sont colinéaires,

dsnor(z,y) = {dg(x, (0,0)) + d2((0,0),y) sinon.

1. Montrer que (X,dsycr) est un espace métrique.
2. On pose B = {(z1,72) € R?|z} + 23 < 1}. Calculer diam(B) pour dz et dgycp.
3. On pose C = {z1,72) € R?|x; < —2}. Calculer do(B,C) et dsycr(B,C).

Exercice 1.4. (*) Quel est le diametre d’une boule ouverte ou fermée dans un evn ?

Exercice 1.5. (**) Soit X =]0, +o0o[. On pose d(z,y) =

1_ 1
x Yy ‘ :
1. Montrer que (X,d) est un espace métrique.

2. Caractériser ’ensemble des parties bornées et I’ensemble des parties non bornées

de (X,d).
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Exercice 1.6. (***) [Espace de Baire] On considére I’espace des suites a valeurs entiéres :
NN = {(ajn)nGN | Tp € N} . (1.40)

La métrique de Baire sur cet espace est dg : NN x NN — [0, 4-00) définie par

_ 0 si (xn)nEN = (yn)nGNv
dp (($n)n€Na (yn)nEN) = {2 min{meN|zm£ym sinon. (1.41)

1. Si on considere les suites x = (1,1,1,...) et y = (1,1,1,2,3,1,1,...), calculer
dB(fL’,y)-
2. Montrer que pour tout & = (Zp)nen, ¥ = (Yn)nen €t 2 = (2n)nen, alors

dp(z, 2) < max {dg(z,y),ds(y, 2)} . (1.42)
3. En déduire que dp est une distance sur N,
Remarque. Une métrique qui satisfait ((1.42) est dite ultramétrique.

Exercice 1.7. (**) Soit (X,d) un espace métrique.
1. Montrer que o = #‘ld est une distance sur X.
2. Calculer diam(X). Que dire de toute partie de (X, 0)?

Exercice 1.8. (*)[Fonctions bornées] Soit (Y,dy) un espace métrique. Soit X un en-
semble et considérons 1’ensemble

BX,Y)={f: X =Y | diam(f(X)) < +00}. (1.43)

Montrer que l'application doo(f,9) = supyex dy (f(x),9(x)), f,g € B(X,Y) est une
métrique sur B(X,Y).

Exercice 1.9. (**)[Produit dénombrable d’espaces métriques| Soit (X;, d;)ien+ une col-
lection dénombrable d’espaces métriques. On pose X = H;Lzof X; (produit non commu-

tatif ordonné par ordre croissant). Pour x = (z;)ien+,y = (¥i)ien+, on pose d(z,y) =

SUpP; e+ % Montrer que (X,d) est un espace métrique.

Exercice 1.10. (**) On considere I’espace C([0, 1], K) ainsi que les p-normes introduites
en cours.

1. Démontrer la séparation et I’homogénéité positive.

2. Montrer que || - ||oc €t || - ||1 sont des normes.

3. On suppose maintenant que p €|1,00[. Soit g €]1, 400 tel que 1/p+1/g = 1. En
repartant de I'inégalité de Young (|1.24)), démontrer 'inégalité de Holder pour les
intégrales : si f,g € C([0,1],K), alors

1
/0 gl < I llglles Y,y € K™ (1.44)
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4. En déduire que | - |, est une norme.

Exercice 1.11. (**) On considere (¢*(K), || - ||p), pour p € [1, 4+0o0].

1. Montrer que ¢*(K) et ¢}(K) sont des sous-espaces vectoriels de KN, puis que
(°(K), || - loo) et (£(K), || - [[1) sont des evn .

2. On considere maintenant le cas p €]1,4+o00[. En utilisant a bon escient I'inégalité
(T:28), montrer que ¢P(K) est un sous-espace vectoriel de KY, puis que (¢(K), [|-||,)
est un evn .

Exercice 1.12. (*) Montrer que toute norme sur R est de la forme n(x) = ~y|z| pour
v e R,
Exercice 1.13. (***)
1. On considere, pour P € K[X], n(P) = max,¢[,1) |P(z)|. Montrer qu’il s’agit d’une
norme sur K[X].

2. Soit A une partie de K. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour
que sup,¢ 4 |P(z)| soit une norme sur K[X].

|z +ty|
V14+t2©

Exercice 1.14. (**) Soit N : (z,y) € R? — sup,cp

1. Montrer que N est une norme sur RZ.

2. Montrer qu’en réalité, N est exactement la norme euclidienne sur R2.

Exercice 1.15. (*)[Fonctions bornées| Soit (Y, dy) un espace métrique. Soit X un en-
semble et considérons I’ensemble

BX,Y)={f: X =Y | diam(f(X)) < +00}. (1.45)

Montrer que Iapplication doo(f,9) = sup,ex dy (f(z),9(x)), f,g € B(X,Y) est une
métrique sur B(X,Y’). Montrer aussi que, si Y = R et dy = ds, alors B(X,Y) est un
espace vectoriel et do, est associée a une norme.

Exercice 1.16. (*) Etant donné un intervalle fermé I C R (ce qui comprend le cas
I =R), considérons l’espace

cr(I) = {f:I—R| f continue, dérivable et f’ continue} . (1.46)

1. Démontrer que C*(I) est un espace vectoriel.

2. Démontrer qu’en posant

n(f) = |(0)] + /I Foldt,  fec\D), (1.47)

on définit une norme sur C1(I) si I = [a,b] avec —00 < a < 0 < b < +00. Est-ce
que le méme résultat est vraisi I =R 7

3. Définit-on une norme sur C*(R) en posant

n(f) = 1£(0)| +§gﬂg|f’(t)\7 vfecln) 7 (1.48)
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2 Topologie des espaces métriques et des
evn

Dans tout ce chapitre, on suppose fixé un espace métrique (X, d).

2.1 Ensembles ouverts et fermés

Grace a la notion de distance, on peut identifier les ensembles de points qui sont
“proches” d’un point donné.

Définition 2.1. Soit z € X et » > 0. La boule ouverte de rayon r et centre x est
I’ensemble
B(z,r)={y € X | d(z,y) <r}. (2.1)

La boule fermée de rayon r et centre x est 'ensemble

B(z,r) ={y e X | d(z,y) <r}. (2.2)
La sphére de rayon r et centre x est ’ensemble
S(x,r)={y € X |d(z,y) =r}. (2.3)

Remarque 2.1. Une premiére remarque immédiate (mais tres utile) est que B(x,r) C
B(xz,r), et que si r <1/, alors B(z,r) C B(x,r’") et B(x,r) C B(xz,7’).

Exemple 2.1 (Boules dans R). On considere (R,ds) out ds est la distance standard
donnée par la valeur absolue (voir Exemple . Dans ce cas, pour tout z € R et r > 0,
on a

B(z,r) =]z —r,x +r| et B(z,r) =[x —r,z+7] (2.4)
i.e., les boules ouvertes (resp. fermées) correspondent aux intervalles ouverts (resp.
fermés).

Exemple 2.2 (Boules dans le plan). On va décrire les boules ouvertes de rayon r > 0
et centre zg = (0, o) dans R? muni de la distance euclidienne. Dans ce cas, on a

B(zo,) = {(z,y) € R* | /(2 — 20)> + (y — 90)* < }. (2.5)

Donc, la boule correspond a l'intérieur du cercle de centre zgy et rayon r, privé de sa

frontiere.
Si on s’intéresse aux boules fermés, il suffira (dans ce cas particulier, cela ne sera pas
toujours le cas) de rajouter la “frontiere” aux boules ouvertes.
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Le prochain exemple montre qu’on doit faire trés attention avec la notion de boule :
Meéme si on les appelle “boules” elle n’ont rien de rond; de plus, il peux y avoir une
différence énorme entre la boule fermé et la boule ouverte de méme centre et rayon,
comme il peut n’y avoir aucune différence. Dans le méme ordre d’idées, deux boules de
rayon différents peuvent étre égales.

Exemple 2.3 (Boules pour la distance discrete). Soit X un ensemble quelconque, avec
la métrique discrete introduite dans I’'Exemple Pour x € X on a donc :

Bla.r) = {{m} sir <1, Bla.r) = {{m} sir<1, (2.6)

X sir>1, X sir>1.

En particulier, B(z,1) = {z} tandis que B(z,1) = X; B(z,1/2) = B(z,1/2), et
B(z,1/2) = B(x,1/4) = {z}.

Grace a la notion de boule, on peut introduire la notion d’ensemble ouvert ou fermé.

Définition 2.2. Soit A une partie de X. On dit que
— x € X est un point intérieur a A s’il existe r > 0 tel que B(z,r) C A;
— A est ouvert si tout a € A est intérieur & A, autrement dit, si pour tout a € A, il
existe r > 0 tel que B(a,r) C A.
— A est fermé si X \ A est ouvert.

Par cohérence avec la dénomination choisie, il est important de vérifier la chose sui-
vante.

Proposition 2.1. Toute boule ouverte est une partie ouverte de X. Toute boule fermée
est une partie fermée de X.

Démonstration. Soit y € X et R > 0. Soit x € B(y,R). On cherche r > 0 tel que
B(z,r) C B(y, R). Autrement dit, on cherche r > 0 tel que pour tout z € X vérifiant
d(xz,z) < r, on ait d(y,z) < R. Soit donc z € X. Par l'inégalité triangulaire, on a
d(y,z) < d(y,z)+d(z, z). De plus, comme z € B(y, R), on a d(z,y) < R. On choisit donc
r=R—d(z,y) > 0.Si z € B(x,r), on a alors bien d(y, z) < d(y,x) + (R —d(y,x)) = R,
donc z € B(y, R) et B(x,r) C B(y, R).

Maintenant, pour montrer que B(y, R) est fermé, il faut montrer que X \ B(y, R) est
ouvert. Soit donc x € X\ B(y, R). Par définition, cela signifie que d(x,y) > R. On procede
alors un peu de la maniére “inverse” qu’au raisonnement précédent : si z € B(x,r) avec
r > 0 & choisir, on a par I'inégalité triangulaire inversée d(z,y) = |d(z,y) —d(z,x)|,
notamment d(z,y) > d(x,y) —r. Comme d(z,y) > R, on peut poser r = d(z,y) — R > 0,
alors on a d(z,y) > d(z,y) — (d(z,y) — R) = R. Donc z € X \ B(y,r).

O

Exemple 2.4 (Ouverts pour la métrique discrete). Soit (X, dgiser) un espace métrique
muni de la distance discréte. Alors, toute partie de X est ouverte. En effet, si A C X,
tout = € A est intérieur, car B(z,1/2) = {z} C A. Toute partie A de X est aussi fermée,
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puisque son complémentaire X \ A est aussi une partie de A, qui est donc ouverte. Il
peut donc exister des parties non vides strictes de X qui soient en méme temps ouvertes
et fermées (on reviendra la-dessus dans le chapitre sur la connexité).

Exemple 2.5 (Ouverts de R). D’apres I"'Exemple la description tres simple des
boules ouvertes dans le cas de (R, ds) permet de montrer aisément que tous les intervalles
ouverts |a,b[C R sont ouverts et que tout les intervalles fermés [a,b] C R sont fermés.
De plus, les ouverts dans (R,ds) sont complétement caractérisés comme les réunions
dénombrables d’intervalles ouverts (voir Exercice .

Les propriétés suivantes sont essentielles.

Proposition 2.2 (Propriétés des ouverts). Soit (X,d) un espace métrique. Alors :
1. X et & sont ouverts;
. Si Ai, Aa, ..., A, sont owverts, alors (), A; est ouvert;

iti. Soit I un ensemble quelconque d’indices. Si (Aq)acr est une famille d’ouvert, alors
Uaer Aa est ouvert.

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate de la définition.

Pour montrer le deuxiéme point, on considere Aq, Ao, ..., A, des ouverts de X, et
z € ()i, A;. Comme z € Ay, il existe r; > 0 tel que B(z,r1) C A;. De méme, comme
x € Ay, il existe aussi ry > 0 tel que B(x,r2) C As. Et ainsi de suite : pour tout ¢ € [|1,n|],
il existe r; > 0 tel que B(x,r;) C A;. On pose alors r = min{ry, ra,...7,}. En utilisant
la remarque on a donc que pour tout ¢ € [|1,n|], on a B(z,r) C B(z,r;) C A;, i.e.
B(z,r) C (i, A;, ce qui démontre que x est un point intérieur, et donc que (', A; est
ouvert.

Pour terminer, on montre le dernier point. Soit z € | J,c; Ao et montrons que c’est un
point intérieur. Par définition de la réunion, il existe & tel que x € Agz. Comme Ag est
ouvert, il existe r > 0 tel que

B(z,r) C As C | Aa. (2.7)
acl O]
Donc z est bien intérieur a | J,¢; Aqa, qui est donc un ouvert.

Remarque 2.2. L’intersection d’une infinité d’ensemble ouverts n’est pas forcément
ouverte. Il suffit de considérer A,, = (0,14 1/n), n € N. On voit facilement que chaque
A,, est ouvert, toutefois on a

Ao = () An =10,1]. (2.8)

neN

Or, A, n’est pas ouvert, car 1 € Ay, n’est pas un point intérieur. En effet, pour r > 0
ona B(l,r)=]1—71+7r[¢ A.

En passant aux complémentaires dans la Proposition [2.2] on obtient les propriétés
correspondants pour les fermés.
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Proposition 2.3 (Propriétés des fermés). Soit (X, d) un espace métrique. Alors :
i. X et @ sont fermés;
. Si Ay, Ag, ..., Ay, sont fermés, alors |J;_, A; est fermé;

iii. Soit I un ensemble quelconque d’indices. Si (Au)acr est une famille de fermés,
alors (Voer Aa est fermé.

2.2 Intérieur, adhérence, frontiere

On commence par introduire une notion qui simplifiera beaucoup les énoncés suivants.

Définition 2.3. Soit (X, d) un espace métrique et x € X. On dit que une partie VC X
est un woisinage de x s’il existe un ouvert O C V tel que z € O, ou, de maniere
équivalente, s’il existe r > 0 tel que B(z,r) C V.

Par exemple, [0, 2] est un voisinage de 1 dans (R, ds). Par contre [1,2] ne l'est pas.
L’énoncé suivant est une conséquence directe des définitions et du fait que les boules
ouvertes sont ouvertes.

Proposition 2.4. Soit (X,d) un espace métrique et A C X une de ses parties. Alors,
x € A est un point intérieur a A si et seulement si A est un voisinage de x. De plus, A
est ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points.

Définition 2.4. Soit A C X. L'intérieur de A, noté A ou Int(A), est le plus grand (au
sens de l'inclusion) ensemble ouvert inclus dans A. Notamment, A C A.

Remarque 2.3. L’intérieur de A existe, il suffit de prendre la réunion de ’ensemble des
ouverts inclus dans A, qui est lui-méme un ouvert par le troisieéme point de la Proposition
2.2

Exemple 2.6. Dans (R,d;), si a < b, I'intérieur d’un intervalle de la forme ]a,b[ ou
[a,b] ou [a,b] ou ]a,b] est |a,b]. En effet, |a,b] est ouvert en temps que boule ouverte,
et c’est bien le plus grand possible puisqu’un éventuel point du bord de l’intervalle
n’est pas intérieur (par exemple, a n’est pas intérieur a [a,b[ puisque pour tout r > 0,

B(a,r) =|la —r,a+r[Z |a,b]).

Proposition 2.5. Soit A une partie de X. Alors, A est Uensemble des points intérieurs
a A. En particulier, A est ouvert si et seulement si A = A.

Démonstration. Notons J C A I'ensemble des points intérieurs de A. Comme AcC Aest
ouvert par définition, A est voisinage de tout ses points et donc, par la Proposition
onaAcJ.

Puisque J C A, par définition de A (qui est le plus grand ouvert inclus dans A), il
nous suflit maintenant de montrer que J est ouvert pour étre sur que J C A. Grace a
la Proposition pour tout x € J, il existe un ouvert O, C A tel que z € O,. Comme
O, est ouvert, on a que A est un voisinage de chacun des points de O, et donc O, est
constitué des points intérieurs. En particulier, O, C .J, qui est donc ouvert. O
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Une notion duale a celle d’intérieur est la suivante.

Définition 2.5. Soit A C X. L’adhérence de A, noté A ou Ad(A), est le plus petit
ensemble fermé qui contient A. Notamment, A C A.

Remarque 2.4. L’adhérence de A existe, il suffit de prendre I'intersection de I’ensemble
des fermés contenant A, qui est lui-méme un fermé par le troisieme point de la Proposition

2.3l

Il y a un lien entre I’adhérence et I'intérieur, qui est le suivant.

Proposition 2.6. Soit A C X. Alors :
i. X\ A= X\ A, autrement dit, en passant au complémentaire, A= X \ (X \ A).
ir. X \ A= X\ A, autrement dit, en passant au complémentaire, A = X \ (X \ A).

Démonstration. Pour le premier point, on va procéder par double inclusion. Comme
A est un ouvert inclus dans A, X \ A est fermé contenant X \ A. Par définition de
adhérence, on a donc X \ A € X \ A. Inversement, comme X\A est un fermé qui
contient X \ A, X \ (X \ A) est un ouvert inclus dans A. Par définition de I'intérieur,
on a donc X \ (X\A4) C C A, et donc en passant au complémentaire (qui inverse les
inclusions), on a X \ A ¢ X \ A.

Le deuxieme point se déduit du premier point tout simplement en changeant A en
X \ A et en changeant X \ A en A (puisque le premier point est vérifié pour toutes les
parties de X).

O

Pour caractériser 'adhérence, on pose la définition suivante (on se convaincra aisément
que les équivalences sont vérifiées).

Définition 2.6. Soit A C X. Un point x € X est dit adhérent a A si pour tout voisinage
Vdez,on aVnA=#d, ou, de maniére équivalente, si pour tout ouvert O contenant
x,on a GNA # &, ou de maniere équivalente, si pour tout € > 0, on a B(x,e) N A # &,
autrement dit, si pour tout € > 0, il existe a € A tel que d(z,a) < e.

Proposition 2.7. Soit A une partie de X. Alors, A est 'ensemble des points adhérents
a A. De plus, A est fermé si et seulement si A = A.

Démonstration. En utilisant la définition d’un point adhérent, on voit qu'un point x € X
n’est pas adhérent & A si et seulement s’il existe un voisinage V' de x tel que VN A = @,
i.e. tel que V' C X \ A. Autrement dit, x n’est pas adhérent a A si et seulement si x est
dans l'intérieur de X \ A. En prenant la contraposée, x est adhérent a A et seulement si
re X\ (X \ A), et donc si et seulement si x € A par le deuxieme point de la Proposition

2.6l O

Définition 2.7. Soit (X,d) un espace métrique et A C X. On appelle frontiére de A
I’ensemble

FrA=A\A. (2.9)
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Remarque 2.5. Fr A est toujours un fermé de X. Ceci découle du deuxieme point de la
Proposition (2.6) : Fr A = ANE\ A= ANE \ A, et du deuxiéme point de la Proposition
2.3| qui dit qu'une intersection de fermés est fermée.

2.2.1 Métriques induites

Soit (X,d) un espace métrique, Y C X et (Y,d) le sous-espace métrique pour la
distance induite sur Y.

Proposition 2.8. i. A est un ouwvert de (Y,d) si et seulement s’il existe un ouvert
O de (X,d) tel que A=0NY.
it. A C est un fermé de (Y,d) si et seulement s’il existe un fermé O de (X, d) tel que
A=0nY.

Démonstration. Par souci de clarté, on notera Bx dans X et By une boule dans Y.
Pour le point i., on commence par le sens direct : si A est un ouvert de (Y, d), alors,
pour tout = € A, il existe r, > 0 tel que By (x,r,;) C A. Alors, on remarque que A =
Uzea By (z,72). Mais il est aisé de voir que By (z, ;) n’est rien d’autre que Bx (z,7r;)NY.
On a donc le résultat voulu avec O = |J,¢ 4 Bx (x,7). Inversement, s’il existe un ouvert
O de (X,d) tel que A = O NY, alors, pour tout z € A, il existe r, > 0 tel que
Bx(z,7;) C O. On a donc Bx(z,r,)NY C ONY = A. En utilisant encore une fois que
By (x,ry) = Bx(z,7,)NY, on a donc By (z,7;) C A, et donc A est bien ouvert dans Y.
Le point 3. se déduit du point 7. par passage au complémentaire. En effet, A est fermé
dans (Y, d) si et seulement si Y\ A est un ouvert de (Y, d), si et seulement s'il existe un
ouvert O de X tel que Y\ A = O NY. En passant au complémentaire, on obtient donc
que tout ceci est équivalent 8 A = Y\ (ONY) = (Y\O)U(Y'\Y) = (Y\O) = (X\O)nY.
X \ O étant un fermé de X puisque O est ouvert, on en déduit le résultat voulu.
O

On conclut cette section en calculant adhérence et intérieur des boules, dans le cas
particulier d’un evn .

Proposition 2.9. Soit (E,| - ||) un evn . Alors, pour tout x € E et r >0 on a
B(x,r) = Ad(B(x,7)) et Int (B(z,7)) = B(z,r). (2.10)

Remarque 2.6. Comme on 'a déja vu précédemment, ces propriétés sont fausses en
général dans le cadre des espaces métriques qui ne sont pas des evn .

Remarque 2.7. On appelle en général boule unité la boule B(0, 1).

Démonstration. On ne démontrera que la premiere assertion, car la seconde se démontre
exactement sur le méme principe. Par définition on a que B(xz,r) C B(z,r) et donc, par
définition de I'adhérence, on a déja que Ad(B(z,r)) C Ad(B(z,r)) = B(z,r).

Il reste donc & montrer que B(z,r) C Ad(B(x,7)). Comme c’est évident que si y €
B(z,r) alors y € Ad(B(x,7)), on se réduit & devoir montrer que si y € B(x,r) \ B(z,7)
onay € Ad(B(z,r)).
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Soit donc y tel que ||z —y|| = r. Par définition d’un point adhérent, pour montrer que
y € Ad(B(z,r)), il suffit de prouver que pour tous p > 0 on a B(z,r) N B(y, p) # @. En
effet, soit A € (0,1) et py = Az + (1 — A)y. D’une part py € B(x,r) car :

lpx =zl = A =Mlly =z = A =N)r <r (2.11)

D’autre part, ||px —y|| = Az —y|| = Ar. Or, si l'on choisit A suffisamment petit, tel que
Ar < p (e, 0< XA <min{l,p/r}) on a py € B(y, p). Ceci conclut la démonstration. []

2.3 Comparaison de métriques et de normes

Dans cette section on considere deux distances d; et dy définies sur 'ensemble X.

2.3.1 Comparaisons topologiques

Définition 2.8. On dit que do est une métrique topologiquement plus fine que dj si et
seulement si toute partie ouverte pour d; est ouverte pour ds.

On dit que d; et do sont topologiquement équivalentes si et seulement si do est topo-
logiquement plus fine que d; et d; et que d; est topologiquement plus fine que ds.

On dit que d; et ds ne sont pas topologiquement comparables si et seulement si dy
n’est pas plus topologiquement plus fine que ds et do n’est pas topologiquement plus fine
que dj.

Remarque 2.8. En d’autres termes, do est topologiquement plus fine que dj si et
seulement si elle a plus d’ouverts que. d; et ds sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles ont les mémes ouverts. d; est do ne sont pas topologiquement
comparables si et seulement s’il existe des ouverts pour d; qui ne sont pas des ouverts
pour ds, et inversement.

On verra en exercice que toutes les situations peuvent arriver. Donnons toutefois déja
un premier exemple.

Exemple 2.7. Soit d; = d; la distance standard sur R et do = dgjser la distance discrete
introduite dans 'Exemple Par 'Exemple tout sous-ensemble de R est un ouvert
pour dy. Par contre, il existe des ensemble non ouverts sur R pour d; (par exemple les
singletons, les intervalles fermés, les réunions finies d’intervalles fermés, .. .).

Un exemple tres simple d’équivalence topologique est donné par les espaces métriques
finis.

Proposition 2.10. Soit X un ensemble fini. Alors, toute distance est topologiquement
équivalente a la distance discréte.

Démonstration. Soit d une distance sur X. Montrons que tout partie de X est ouverte par
rapport & d, ce qui implique ’énoncé grace a I'Exemple Par la troisiéme propriété
de la Proposition il suffit de montrer que les singletons sont ouverts, auquel cas
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n’importe quelle partie (qui pourra s’écrire comme une union quelconque de singletons)
sera ouverte.

Comme X est fini, ’ensemble X = {d(z,y) | z,y € X,  # y} est fini et ne contient
pas 0. Donc, si on pose rg := minX on a rg > 0. En particulier, ceci implique que
B(z,79/2) = {2} pour tout z € X et donc que les singletons sont ouverts. O

2.3.2 Comparaisons métriques

Définition 2.9. Soient d; et do deux métriques sur X. On dit que dy est métriquement
plus fine que d; si et seulement s’il existe C' > 0 tel que pour tout z,y € X, on ait
dl([]?, y) < Cd?(x7y)

On dit que d; et do sont métriquement équivalentes si et seulement si ds est métriquement
plus fine que d; et d; et que dy est métriquement plus fine que ds.

On dit que d; et d2 ne sont pas métriquement comparables si et seulement si d; n’est
pas plus fine métriquement que ds et do n’est pas plus fine métriquement que dj.

On peut comparer cette notion avec celle introduite précédemment.

Proposition 2.11. Sidy est métriquement plus fine que dy, alors do est topologiquement
plus fine que di. Par conséquent, si di et do sont métriquement équivalentes, alors elles
sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. Le point crucial est le suivant : si do est métriquement plus fine que
d;y, alors chaque boule pour la distance ds contient une boule pour la distance d;. Plus
précisément, soit C' > 0 tel que pour tout x,y € X, on ait di(z,y) < Cda(z,y). Soit
x € X,r>0ety € Ba(x,r) (boule pour la distance dg). Alors d (z,y) < Cda(z,y) < Cr.
Done, par définition, y € By(x,Cr) (boule pour la distance dj). Ainsi, on a montré que
By(z,r) C Bi(z,Cr).

Ceci suffit pour montrer que tout ouvert O pour d; est un ouvert pour do. En effet,
si x € O, alors il existe r > 0 tel que Bi(z,r) C O. En appliquant le point démontré
précédemment en remplagant r par r/C, on a By(z,7/C) C Bi(x,r) C O. Donc x est un
point intérieur pour ds, et O est bien un ouvert pour ds. Pour les distances équivalentes,
il suffit d’appliquer le point précédent a d; et ds puis échanger le role de dy et do. I

Toutefois, il est possible que deux distances soient topologiquement équivalentes sans
étre métriquement équivalentes, comme on le verra en exercice.

Enfin, dans le cadre des evn , on peut simplifier un peu ces questions de comparaisons
métriques.

Proposition 2.12. Soit E un evn muni de deux normes || - ||1 et || - ||2 de distances
canoniquement associées dy et do. Alors dg est métriguement plus fine que di si et
seulement s’il existe C > 0 tel que pour tout x € E, on ait ||z||2 < C||x||1. Dans ce cas,
on dit que la norme || - ||2 est plus fine que la norme || - ||1.

Démonstration. C’est assez évident : si do est métriquement plus fine que dy, il suffit
d’appliquer la définition avec y = 0 et remarquer que d;(x,0) = ||z||; (i = 1,2). Inverse-
ment, s’il existe C' > 0 tel que pour tout = € E, on ait ||z||2 < C||z||1, en replacant x
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par x — y et en remarquant que ||z —yl|; = d;(z,y) (i = 1,2), on obtient la définition du
fait que do soit métriquement plus fine que dj. O

De la méme maniere, on a les définitions suivantes.

Définition 2.10. On dit que les normes || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes si les distances
associées sont équivalentes. On dit que les normes || -||; et ||-||2 ne sont pas comparables
si les distances associées ne sont pas comparables.

Remarque 2.9. Dans les exercices, quand on parlera de comparer (métriquement, to-
pologiquement) des métriques ou comparer des normes, cela signifiera que se posera la
question de savoir si certaines sont plus fines que d’autres, si elles sont équivalentes, ou
si elles sont non comparables.

2.4 Exercices

Exercice 2.1. (*) Soit (X, d) un espace métrique. Soit A une partie de X. Montrer que
A est bornée si et seulement si A est inclus dans une boule.

Remarque 2.10. Le résultat de I'exercice [2.1] est & connaitre.

Exercice 2.2. (***) Considérons (R, ds). Montrer que A C R est ouvert si et seulement
g’il est réunion d’une quantité dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. On pourra
utiliser que tout intervalle non trivial de R contient un nombre rationnel.

Exercice 2.3. (**) Soit (X, d) un espace métrique, A et B deux sous-ensembles de X.
Montrer les propriétés suivantes.
i. Si A C B, alorsﬁCéet[lCB;
i. ANB=ANB;
iii. AUB=AUB;
iv. AUB c AU B, mais l'inclusion peut étre stricte.
v. AN B C AN B, mais I'inclusion peut étre stricte.

Exercice 2.4. (*) Soit (X,d) un espace métrique. soit x € X et r > 0. Montrer que
B(z,r) C B(z,r). A-t-on en général égalité?

Exercice 2.5. (***) On se place dans (R, ds). On consideére une partie A C R telle que
tout point de A est isolé : pour tout a € A, il existe £, > 0 tel que pour tout voisinage V'
de a, on B(a,&,) = {a}. En créant une injection entre A et QQ, montrer que A est fini ou
dénombrable. On pourra utiliser que tout intervalle non trivial de R contient un nombre
rationnel.

Exercice 2.6. (**) Soit (X,d) un espace métrique. Soit O un ouvert de X et B C E.
Montrer que O N B C O N B. A-t-on en général égalité?

Exercice 2.7. (**) Calculer les boules ouvertes et fermées pour ’espace métrique défini
dans I’Exercice
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Exercice 2.8. (*)Montrer que tout sous-espace vectoriel de R™ est fermé pour || - ||2.

Exercice 2.9. (**) Soient A et B deux ouverts de (R™, ||-||2). On suppose que ANB = ().
Montrer que AN B = (), mais en général AN B # ().
Exercice 2.10. (**) On se place dans R2.

1. Déterminer et dessiner les boules unité pour les normes || - ||1, || - ||2, || - ||oo-

2. Pour dgycp définie & Vexercice calculer B((0,0),1) et la comparer avec les
boules précédentes.

3. Montrer qu’'une partie est bornée pour dgycr si et seulement s’il est borné pour
do. On pourra utiliser I’Exercice 2.1

Exercice 2.11. (*) Pour les ensembles suivants, déterminer intérieur, adhérence, frontiere,
et dire g’ils sont ouverts, fermés, ou non :

1. Dans (R,dy) :
1
Z, Q, {m+\m€N,n€N*}. (2.12)
n

2. Dans (RZ, | - ||2) :
{@0) |z eR),  {@y)loy=1} {0y |ay <1} (2.13)
3. Dans (C([0,1]), [ - lloo)
{f €C([0,1]) | f est constante},  {f € C([0,1])] f(1/2) =1}.  (2.14)

Exercice 2.12. (*) Soit (E,|| -||) un evn . Pour x € E et r > 0, calculer Fr(B(x,r)) et

Fr(B(x,7)).

Exercice 2.13. (**) Construire un ensemble £ de R tels que les 5 ensembles suivants
soient distincts : L.

Exercice 2.14. (*)Soit (X, d) un espace métrique et £ une partie de E.

1. On suppose F # X. Montrer que & € F est intérieur & F si et seulement si
d(z,X \ E) > 0.

2. Montrer que x € X est un point adhérent a F si et seulement si d(x, F) = 0.

Exercice 2.15. (**) Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Montrer que diam A =
diam A.

Exercice 2.16. (**) Soit (X, d) un espace métrique. On pose o = #‘ld. On a déja vu a
I’exercice que o était une distance sur X. Montrer que d et ¢ sont topologiquement
équivalentes. Sont-elles en général métriquement équivalentes ?

Exercice 2.17. (**) On considere (R, dy) ou dy(x,y) = |z—y|* est la distance introduite
dans I’Exemple pour a < 1. On a déja vu que ds et d, sont topologiquement
équivalentes. Comparer métriquement ces distances.
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Exercice 2.18. (**)
1. Dans R™, montrer que |- |1, || - [|2 et || - ||oo SONt équivalentes.

2. En utilisant I'inégalité de Holder ([1.23]), Montrer que |||, et ||- |4 sont équivalentes
pour tout p,q € [1,+0o0].

Exercice 2.19. (*) Comparer les normes || -1, || -]|2 et || ||co sur ’espace des polynémes

R[X].

Exercice 2.20. (*) Montrer que {0,y|—1 < y < 1} n’est pas ouvert dans R? pour || - ||2,
mais qu’il est ouvert dans {0, y}|y € R} (muni de la distance induite).

Exercice 2.21. (*)Soit (F, | -||) un evn , A un ensemble ouvert de E et B un ensemble
quelconque. On appelle A+ B = {a + bla € A,b € B}. Montrer que A + B est ouvert.

Exercice 2.22. (**)Soit (E,||-||) un evn . Soit F' un sous-espace vectoriel ouvert de E.
Montrer que F' = E.
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3 Convergence et continuité

Dans ce chapitre, on introduit la notion de convergence et ses conséquences.

3.1 Convergence de suites

3.1.1 Définition

Définition 3.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (x,,)nen C X est convergente
si
oo € X t.q  lim d(zp,2e0) =0. (3.1)

n—-+00

Dans ce cas on dit que la suite converge vers x~, et on note x,, — oo ou limy, 4o T, =

Too-

Bien sur, par définition de la limite des suite réelles, la définition précédente est
équivalente a la caractérisation suivante :

Jro € X t.q Ve>0, INEN t.q. Vn> N, on ait d(z,,r) < €. (3.2)
On dispose d’autres caractérisations de la limite.

Proposition 3.1 (Convergence topologique). Soient (X, d) un espace métrique et (xy)nen
une suite de X. Les énoncés suivants sont équivalents.

i. (Tn)nen converge vers oo € X.
ii. Pour tout € > 0, il existe N € N tel que x,, € B(zx,€) sin > N.
114. Pour tout voisinage U de xoo, il existe N € N tel que x, € U sin > N.

Démonstration. i.= ii. : c’est une conséquence immédiate de la définition de la limite.
En effet, soit e > 0,AN € N t.q. Vn > N on ait d(x,, xx) < e. Ceci signifie donc que
pour n > N, x, € B(2e,€).

il.= iii. : c’est immédiat aussi. En effet, soit U un voisinage de x4, il existe € > 0 tel
que B(Zoo,e) C U. Or, il existe N € N tel que z,, € B(%o0,€) si n > N, donc z, € U
pour n > N.

iii. = i. : on revient a la définition de la limite. Soit € > 0. B(x o, ) étant un voisinage
de xoo, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait z, € B(x,¢), autrement dit
d(xn, T) < €. O
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3.1.2 Propriétés de la convergence

Les propriétés suivantes sont des conséquences de I'inégalité triangulaire et de la pro-
priété de séparation.

Proposition 3.2 (Unicité de la limite). Soient (X,d) un espace métrique et (xy)nen C
X une suite. Si (xn)nen est convergente, alors sa limite est unique.

Démonstration. On raisonne par ’absurde. On suppose qu’il existe ZTeo, Yoo € X, Too F
Yoo, tels que z, — Zoo €t Ty, — Yoo. Comme d(Too,Yoo) > 0, par définition, il
existe donc N1, No € N tels que d(zp, Zoo) < d(Too, Yoo)/4 si n > Ny et d(zp, Yoo) <
d(Toos Yoo)/4 si m > Na. En posant N = max{Nyi, N2} et en utilisant I'inégalité triangu-
laire, on a

Ad(Toos Yoo) | AToo, Yoo) A Too, Yoo)

A(Too, Yoo) < (T, Too) + d(Tn, Yoo) < 4 + 1 = B . (3.3)

Cela donne d(Zoo, Yoo) < d(Zoo, Yoo) €t donce 'absurdité qu’on cherchait. O
Une autre propriété des suites convergentes est qu’elle restent bornées.

Définition 3.2. Une suite (zp,)nen C X est bornée sil’ensemble {z,, | n € N} est borné.
On a donc la proposition suivante.

Proposition 3.3. Soit (X,d) un espace métrique. Toute suite convergente dans X est
bornée.

Démonstration. On va utiliser la caractérisation de ’exercice On prend € = 1 dans
la définition de la convergence : il existe xo € X et N € N tel que pour tout n > N,
on ait z, € B(Tx,1). On pose alors r = max,c(j;,n—1|] d(Tn, Teo), Puis R = max(r,1).
Alors, il est clair que pour tout n € N, on a z,, € B(x, R), ce qui montre que la suite
est bien bornée.

O

La derniere propriété de base de la convergence concerne les sous-suites. On rappelle
cette notion.

Définition 3.3. Soit X un ensemble et (x,)pen C X une suite. Une suite extraite (ou
sous-suite) de (7, )nen est une suite de la forme (z,(,))nen C X, ol ¢ est une fonction
strictement croissante de N vers N, appelée extraction.

Ce concept sera central dans la suite, on donne déja une premiere propriété ici.

Proposition 3.4. Toute suite extraite d’une suite convergente dans un espace métrique
est convergente dans cet espace et de méme limite.
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Démonstration. On se donne une suite (,)peny qui converge vers Tso. Soit ¢ une ex-
traction. Soit ¢ > 0 et N € N tel que pour tout ¥Yn > N, on ait d(z,,r~) < €. Le
point crucial est de remarquer que pour tout n € N, on a ¢(n) > n. Ceci se démontre
facilement par récurrence : clairement ¢(0) > 0, et si pour un certain n on a ¢(n) > n,
puisque ¢ est strictement croissante, on a ¢(n + 1) > p(n) = n, autrement dit, puisque
o(n + 1) est entier, ¢(n+ 1) > n + 1. Ainsi, pour tout n > N, on a ¢(n) > N, et donc
d(Ty(n), Too) < €, ce qui donne la propriété voulue.

O

Remarque 3.1. La proposition précédente est fortement utilisée pour démontrer qu'une
suite n’est pas convergente. En effet, lorsque ’on souhaite montrer qu’une suite n’est pas
convergente, une méthode fréquemment utilisée consiste a extraire deux sous-suites de
la suite initiale, dont les limites sont différentes. C’est ’exemple de la suite (up)neny C R
définie par u, = (—1)". Il suffit de considérer la sous-suite extraite en ne choisissant
que les éléments de rang pair, puis la suite extraite construite en ne considérant que les
éléments de rang impair.

Pour finir, étudions les suites convergentes pour la distance discrete.

Proposition 3.5. Soit (X, dgscr) un ensemble. Une suite est convergente si et seulement
st elle est stationnaire, au sens ou elle est constante a partir d’un certain rang.

Démonstration. Pour le sens direct, si (x,)nen+ converge vers un certain x € X, en
prenant ¢ = 1/2 dans la définition de la limite, on a existence de N € N* tel que
n > N = dgiser(Tn,x) < 1/2. Par définition de la distance discrete, cela signifie bien
que pour n > N, on a z, = x. Le sens réciproque est vrai dans n’importe quel espace
métrique (Y, d) : si (z,,)nen+ est stationnaire, il existe un certain N € N* tel que pour
tout n > N,onax, =z, i.e. d(x,,z) = 0. Donc pour tout ¢ > 0, n > N = d(z,,z) < ¢,
d’ou la convergence. O

3.2 Les notions topologiques a travers la convergence

Dans cette section, on va caractériser les notions topologiques introduites dans le
Chapitre [2 & travers les suites.

Proposition 3.6 (Caractérisation séquentielle de I'adhérence). Soit (X,d) un espace
métrique et A C X. Alors, a € A si et seulement si a est limite d’une suite d’éléments
de A.

Démonstration. Par la Proposition on a que a € A si et seulement si pour tout
e >0,on a B(a,e) N A # @&. En choisissant € = 1/(n + 1) pour n € N, cette propriété
nous permet de construire une suite (zy)neny C A telle que x, € B(a,1/(n + 1)) N A,
pour tout n € N*. En particulier,

1
0< lim d(zp,a) < lim

=0. 4
n—-+o0o n—-+oo (n + 1) 0 (3 )
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Donc, z,, — a et donc a est limite d’une suite d’éléments de A.

Supposons maintenant qu’il existe une suite (x,)peny C A telle que x, — a € X
et montrons que a € A. A cet effet, on fixe ¢ > 0 et on observe que par définition de
la convergence, il existe N € N tel que z,, € B(a, ) pour tout n > N. Autrement dit
B(a,e)NAD {x,|n> N} +# @, et donc a € A. O

Proposition 3.7. [Caractérisation séquentielle des fermés] Soit (X, d) un espace métrique
et A C X. Alors, A est fermé si et seulement si

(Tn)nen CA et Ty — Too € X = 5 € A. (3.5)

Remarque 3.2. Cette propriété sera tres souvent utilisée pour démontrer qu’'un en-
semble est fermé.

Démonstration. Si A est fermé et (zp)neny C A est telle que z, — 2 € X, la ca-
ractérisation séquentielle de ’'adhérence implique que zo € A. Or, comme A est fermé,
ona A=A, et donc zo € A.

Supposons maintenant que la propriété (3.5)) soit satisfaite et montrons que A est
fermé. Comme A O A, il nous suffit de montrer que A C A. Soit « € A. Alors, encore une
fois par caractérisation séquentielle de I’adhérence, z est limite d'une suite (2, )neny C A.
On en déduit par que x € A. C’est ce que 'on voulait démontrer. O

Proposition 3.8 (Caractérisation séquentielle des points intérieurs). Soit (X,d) un
espace métrique et A C X. Alors, a € A si et seulement si

(Zn)nen C X et z, —a = ANEN tq x,€ A, Vn>N. (3.6)

Démonstration. Supposons que (zp)neny C X soit une suite convergente vers a € A.
Comme a est un point intérieur, il existe € > 0 tel que B(a,e) C A. Par convergence
de (2n)nen on a donc qu'il existe N € N tel que x,, € B(a,e) C A pour n > N. Cela
montre (|3.6)).

On prouve maintenant la deuxieme implication par contraposée. On suppose que ([3.6]
n’est pas vérifiée pour un certain a € X, i.e., on suppose qu’il existe une suite (x,)neny C
X qui converge vers a mais telle que

YNeEN, In>N tq azn,¢&A (3.7)

Soit donc € > 0. Par définition de la convergence, on a existence de N € N tel que
pour tout n > N, on ait z,, € B(a,¢). En appliquant la propriété , il existe donc un
n > N tel que x,, ¢ A, donc la boule B(a,¢) contient un élément x,, ¢ A. Cela montre
que a ¢ A. O

Proposition 3.9 (Caractérisation séquentielle des ouverts). Soit (X, d) un espace métrique
et A C X. Alors, A est ouvert si et seulement si (3.6|) est vérifié pour tout a € A.
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3.2.1 Comparaisons topologiques et suites

Le concept de suite est fortement lié a la topologie associé a la distance. En effet on
a le théoreme suivant.

Théoréme 3.10. Soit X un ensemble et d,d’ deuz distances sur X. d’ est plus fine que
d si et seulement si toute suite convergente pour d’ est aussi convergente pour d, vers
la méme limite. Notamment, d et d’ sont topologiquement équivalentes si et seulement
st elles ont les méme suites convergentes, ou chaque suite convergente a la méme limite
pour les deuz distances.

Démonstration. Supposons que d’ soit plus fine que d . Soit (zy,)nen une suite de X qui
converge vers I, par rapport a d’. Soit U C X un voisinage par rapport a d de x.
Puisque tout ouvert pour d est aussi un ouvert pour d’, U est aussi voisinage par rapport
a d’ de z, et par la caractérisation séquentielle des ouverts, il existe N € N tel que
x, € U pour tout n > N. Donc, par la Proposition on a que (Z,)pen converge vers
ZToo par rapport & d’ aussi.

Supposons maintenant toute suite convergente pour d’ est aussi convergente pour d,
vers la méme limite. Soit U C X soit ouvert par rapport a d et montrons qu’il est aussi
ouvert par rapport a d’. Ceci revient & montrer que X \ U est fermé par rapport a d'.
A cet effet, on utilisera la caractérisation séquentielle des fermés. Soit (z,)nen une suite
dans X \ U qui est convergente par rapport & d’, et donc a d, & x5, € X. Comme X \ U
est fermé par rapport a d, on a que o, € X \ U, qui est donc fermé aussi par rapport a
d’. O

Remarque 3.3. L’Exemple montre donc qu’il n’est pas nécessaire pour deux dis-
tances avec les mémes suites convergentes d’étre métriquement équivalentes.

Remarque 3.4. Attention, pour deux distances distinctes sur X, il se peut qu’il existe
une suite qui admette deux limites différentes pour ces deux distances différentes. Les
deux métriques ne sont alors pas topologiquement équivalentes. A titre d’exemple, on
regarde (R, dy) et (R,dy), ouds(x,y) = |f(x)—f(y)|, avec f la fonction telle que f(x) = x
siz#0,1, f(0) =1et f(1) =0. f étant clairement injective, par I’'Exercice on sait
que d; est une distance sur R.

On remarque alors que la suite (1/n),en+ converge vers 0 pour ds mais converge vers
1 pour dy. On en déduit que ]1/2,3/2[, qui est ouvert pour d, n’est pas ouvert pour d;.
En effet, 1 n’est pas un point intérieur, par contraposition de la Proposition : des
que n >2,ona l/n ¢1/2,3/2].

Inversement, | — 1,1] n’est pas un ouvert pour dy mais est un ouvert pour d;. En
effet, si x €] — 1,1] et x,, — x, alors, pour n suffisamment grand, z, # 0,1, et donc
d¢(zn,x) = |z, — x|, de telle sorte que pour un autre N’ > N, on a =, €] —1,1[C]—1,1],
ce qui prouve que x est intérieur par la Proposition Reste a traiter le cas ou z = 1.
Si 'on prend une suite (2, )nen qui converge vers 1 pour df, on se convainc que ceci
est équivalent & dire que (zy,)nen converge vers 0 pour dg. Ainsi, pour n suffisamment
grand, on a x, €] — 1,1], ce qui conclut la preuve du fait que 1 est intérieur a | — 1,1]
par la Proposition 3.6
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Le prochain énoncé montre le lien entre le concept d’équivalence de normes, et la
convergence.

Proposition 3.11. Soit E un espace vectoriel et ny et no deux normes sur E. Alors,
les énoncés suivants sont équivalents :

1. Ny et no sont équivalentes;

1. une suite est convergent pour ny si et seulement si elle est convergente pour no,
vers la méme limite ;

1. une suite est convergente vers Op pour ny st et seulement si elle est convergente
vers Og pour ng, vers la méme limite.

Démonstration. 1. = ii. implique #i. est contenu dans le théoreme précédent : si ny et ny
sont équivalentes, alors les distances induites sont métriquement équivalentes, et donc
topologiquement équivalentes par la Proposition Donc, par le Théoréme on a
bien le ..

Il est clair que 7. = #%i., car il s’agit d’un résultat plus faible.

Il reste donc & montrer que #i¢. = ¢.. On raisonne par I'absurde.

Supposons que #ii. soit vérifié mais que ny et no ne soient pas équivalentes. Cela signifie

qu’une des deux inégalités suivantes est fausse :
1. Tl existe C7 > 0 tel que pour tout x € F, ny(x) < Cinag(x).
2. Il existe Cy > 0 tel que pour tout = € E, ny(z) < Cony(x).

Supposons pas exemple que ce soit la deuxieme inégalité qui soit fausse (sinon, il suffit
d’échanger n; et ny dans le raisonnement qui suit). Etant clair que I'inégalité est vraie
en x = O, ceci revient donc a dire que I'inégalité suivante est fausse :

3C, >0 t.q. VzeE\{0g} ma®) o g, (3.8)
ny ()
On passe donc a la contraposée, et on obtient :
VM >0, 3zeE\{0g} tq. ma) g (3.9)
ny ()
En choisissant successivement M = 1, M = 2, ..., etc., on construit donc une suite
d’éléments de E, notée (x,)nen telle que :
@) L ynen, (3.10)
ny(zn)
Définissons alors la suite (y,)nen par la relation y, := \/ﬁ:%(x) Il est clair que pour n
qui tend vers 400 on a
1
n(yp) = —= —0 et n2(yn) > nny(yn) = vVn — +o0. (3.11)

Vn
On a donc construit une suite qui tend vers Og pour n; mais pas pour ng, ce qui est
absurde par hypothese. Donc il existe ¢ > 0 tel que ny < cnj. Le méme raisonnement fait
en échangeant les roles de n; et ny donne 'autre inégalité et clot la démonstration. [
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On a donc notamment le résultat suivant, faux en général dans un espace métrique,
mais vrai dans les evn .

Théoréme 3.12. Deux mormes sur un evn sont équivalentes si et seulement si les
métriques canoniquement associées sont topologiquement équivalentes.

3.2.2 Densité dans un espace métrique

Le concept de densité dans un espace vectoriel normé, bien qu’un peu théorique,
conduit a des résultats des plus intéressants.

Définition 3.4. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie A C X est dense dans X si
et seulement si A = X.

Par la derniere définition de l'adhérence donnée dans la Définition et la ca-
ractérisation de I’adhérence donnée dans la Proposition ,on en déduit immédiatement
le résultat suivant, tres souvent utilisé en pratique.

Proposition 3.13. A est dense dans (X,d) si et seulement si pour tout x € X et tout
e > 0,n il eriste A € A tel que d(x,a) < e.

Voici deux caractérisations différentes de la densité, trés utiles en pratique. Elles
découlent directement des Propositions [2.7] et

Proposition 3.14. Soit (X,d) un espace métrique et A C X. Les énoncés suivants sont
équivalents :
1. A est dense dans X ;
it. (Caractérisation topologique) Pour tout ouvert G C X on a GNA# @ ;
iii. (Caractérisation séquentielle) Pour tout v € X il existe une suite (zp)neny C A
telle que x,, — x.
Exemple 3.1. On montre que Q est une partie dense de (R,dg) a travers la ca-
ractérisation séquentielle. Soit x € R et appelons (z,),en la suite définie par
1
T 10
Ici, |y| dénote la partie entiere de y. Par définition, x,, € Q. De plus, comme y — 1 <
ly] <y onaque

110"z|,  VYneN. (3.12)

Tn

1 1 1
Par le théoreme d’encadrement, on a donc que
lim =z, = x. (3.14)

n—-+o0o

Donc Q est dense dans R.

On observe que, maintenant qu’on sait que QQ est dense, la caractérisation topologique
de la densité nous permet de déduire immédiatement que pour tout réel a < b, il existe
q € Q tel que a < g < b. En effet, ]a, b est un ouvert pour (R, ds). On a déja utilisé ce
résultat dans des exercices.
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3.2.3 Théoréme de Weierstrass

Montrons des maintenant un résultat de densité tres important, qui concerne le sous-
espace des fonctions polynomiales :

P([0,1]) = { Pl | P € RIX]} c C([0,1]). (3.15)

Théoréme 3.15 (Théoreme de Weierstrass). L’ensemble des fonctions polynomiales
P([0,1]) est dense dans (C([0,1]), || - ||oo)-

Ce théoreme est une consequence immédiate du résultat suivant.

Théoréme 3.16 (Théoréeme de Bernstein). Soit f € C([0,1)]. Pour tout n € N on pose

Bu(z) = f: <Z>f (i) FA -2k zeo] (3.16)

k=0
Alors, (Bp)nen C C([0,1]) converge vers f par rapport a || - ||oc-

Démonstration. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemma 3.17. Soitne N, n>1, on a

S () (- E) o oD wepy )

k=0

On admet ce lemme, dont on trouvera la preuve dans I’Exercice |3.13

Revenons a la démonstration du Théoréme. La fonction f est continue sur [0, 1], donc,
d’apres le théoreme de Heine, elle est uniformément continue. Pour tout € > 0, il existe
donc ¢ > 0 tel que

VEk € [0,n],Vz t.q. x—i’<n = 'f($)—f(z>‘<; (3.18)

On rappelle la formule du binéme de Newton :

(a+b)"=Y" (Z) a"v"*,  Va,beR. (3.19)
k=0

En choisissant a = x et b =1 — x, ceci donne

n

1= <Z> 12"k vaeo,1]. (3.20)

k=0

Donc, pour tout z € [0,1] et n € N* on a

1£(@) — Bale)| < ;) (1) 1 (£)

2*(1—2)" % =848y, (3.21)
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ol on a posé

n k k n—k
s- > () ‘f(x) ()] —ar (3.22)
{ki|a—Fk /n|<n}
n k k n—k
So= > <k> ‘f(x) —f <n> 2k (1 — )"k, (3.23)
{k:|lz—k/n|=n}
On voit aisement, & I'aide de et de (3.20) que
3 n n k n—k &
< - - == .
S <3 > <k>x (1—zx) 5 (3.24)

k=0
A présent, en utilisant le fait que |f(z)| < ||f|ls, on obtient pour la seconde somme :

<ol X (f)da-or

{k:|z—k/n|2n}

00 n k ’ B
< 2”;;;” Z <k> (x - n) wk(l - x)n g (3'25)
{k:|z—k/n|>n}
00 . k ’ -
. 2\137;” Z(Z) (x—n> (1 — 2yt
k=0

En utilisant le Lemme [3.17] on en déduit que

< 2 lle 21— 2) _ 20\ flloc

- 5 n ~  4nn?

Sy (3.26)

Donc, si on choisit n suffisamment grand (par exemple n > Ng := ||| f|loo/(n%¢)] +1) on
a Sy < e/2. En utilisant aussi (3.24]), il s’ensuit alors que

INy € Nt.q. Vn > Np, Vz € [0,1], ona |f(z)— By(z)| <e. (3.27)

Cela demontre donc que [|f — Byllc — 0 quand n — +oo. O

3.3 Continuité dans un espace métrique

Dans cette section, on commence 1’étude des fonctions définies entre espaces métriques.

Définition 3.5. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y. Soit
A C X et g € A. On dit que f a pour limite yg quand x tend vers zg, selon A, si

Ve>0,30 >0 t.q. dx(z,zg)<detzxe A = dy(f(z),y) <e. (3.28)
On écrira alors xh—>na}0 f(x) = yo ou f(xr) — yo quand x —> xo. Si f a pour limite yo

€A
quand z tend vers xq selon X, on dira plus simplement que f a pour limite yy quand x

tend vers zg.
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On peut aussi donner une définition a base de voisinages.

Proposition 3.18. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y.
Soit A C X et xg € A. Alors f a pour limite yy quand x tend vers xg selon A si et
seulement si pour tout voisinage V' de yg, il existe un voisinage U de xzq tel que

reUNA = f(x)eV. (3.29)

Démonstration. Supposons que f ait pour limite yy quand x tend vers xg selon A.
Soit V' un voisinage de yp. Il existe ¢ > 0 tel que B(yp,e) C V. Par définition de la
limite, il existe § > 0 tel que pour tout x € B(zg,d) N A, on ait dy(f(x),y) < e,
donc f(x) € B(yo,e) C V. On prend alors comme voisinage de 9 U = B(xo,9), ce
qui conclut ce sens de la preuve. Inversement, pour tout voisinage V' de g, il existe un
voisinage U de xg tel que soit vérifié. Soit € > 0. B(yp,€) étant un voisinage de yp,
il existe un voisinage U de xg tel que x €e UNA = y € B(yo,¢), i.e. d(f(z),y0) < €.
Un tel voisinage U contient une certaine boule B(zg,d) pour und > 0. On a donc bien
notamment que dx(z,z9) < det x € A = dy(f(x),y0) < &, d’ou le résultat voulu.
O

Enfin, on peut donner une caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction.

Proposition 3.19. Soient (X,dyx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y.
Soit A C X et xg € A. Alors f a pour limite yo quand x tend vers zq selon A si et
seulement st

(p)ney CA et xp — x = f(zn) — Y. (3.30)

Démonstration. Supposons que f ait pour limite yg quand x tend vers z selon A, et
soit (zp)nen une suite convergente vers x. Par définition de la limite, si € > 0, on a

30 >0 t.q. dx(z,z0) = dy(f(z),y) <e. (3.31)
étant donné 0 > 0, par convergence de (x,)nen, Oon obtient que
AN eN tq. n>N = dx(z,,x) <. (3.32)
En combinant ces deux faits, on a donc
AN eN tq n>N = dy(f(zn),y0) < e. (3.33)

Puisque ¢ a été choisi de fagon arbitraire, on en déduit que f(z,) converge vers yg. Ceci
montre donc (3.36))

Raisonnons maintenant par contraposée pour démontrer I’autre implication. Suppo-
sons que f est n’admet pas yg pour limite quand z tend vers xg selon A. Alors, en
revenant a la définition de la limite et en passant & la contraposée, on a la propriété
suivante :

Je>0 tq. V6>0,dze€X t.q dx(z,z9)<0detdy(f(x),y)>e¢. (3.34)
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En prenant successivement 6 = 1,1/2,...1/n,..., on construit une suite d’éléments
de X, notée (zp)neny C X, vérifiant

1
dx(zn, ) < - et dy (f(zn),v0) > ¢ Vn € N. (3.35)
Donc z,, — xg, mais f(x,) 4 3o, ce qui contredit (3.30]). O

Passons maintenant a la définition de la continuité en un point.

Définition 3.6. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) —
(Y,dy). On dit que f est continue en z¢ € X si f(z) — f(xo) quand x — x¢. On dit
que f est continue sur A C X si f est continue en tout point de A.

On va maintenant caractériser la continuité a travers les suites. En pratique, cette
propriété nous servira surtout pour les exercices théoriques, et & prouver qu’une fonction
est discontinue. Il s’agit d'une conséquence immédiate de la Proposition [3.19

Proposition 3.20 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Une fonction f :
(X,dx) = (Y,dy) est continue en un point x € X si et seulement si

(Tn)nen C X et xp — x = f(z,) — f(x). (3.36)
On donne maintenant une autre caractérisation topologique de la continuité.

Proposition 3.21 (Caractérisation topologique de continuité). Soient (X,dx) et (Y,dy)
deuzx espaces métriques et f : (X,dx) — (Y,dy). Les énoncés suivants sont équivalents.

i. f est continue sur X ;
ii. Pour tout ouvert U C'Y, Uensemble f~1(U) est un ouvert de X ;
iii. Pour tout fermé F CY, l’ensemble f~1(F) est un fermé de X.

Démonstration. Supposons que f soit continue sur X. Par définition de la limite, ceci est
équivalent au fait que, pour tout = € X et pour tout voisinage V C Y de f(x), il existe
un voisinage A C X de x, que l'on peut choisir ouvert, quitte a le réduire (puisqu’un
voisinage contient une boule ouverte), tel que f(A) C V, par la Proposition En
particulier, si U C Y est ouvert et f(x) € U, on a qu'il existe un ouvert A C X tel que
r € AcC f~YU). Donc, tout point de f~1(U) est intérieur. Ceci implique ii..

Montrons que 4. implique #i.. On rappelle que F' C Y est fermé si et seulement si
Y\ F est ouvert. Donc f~1(Y \ F) est ouvert. Comme par définition d’image réciproque,
onaque f~HY \ F) =X\ f}(F), ceci implique que f~1(F) est fermé.

Finalement, on montre que si f n’est pas continue alors 7. n’est pas vérifiée. Ceci
montrera que #¢. implique ¢. est terminera la preuve. Si f n’est pas continue, il existe
(zn)nen C X telle que 2, — = et telle que (f(zy,))nen nest pas convergente vers f(2q)-
En détaillant cette derniere propriété on observe que, quitte & remplacer (z,),en par une
sous-suite extraite, on peut admettre que f(zs) & F' = Ad{f(zy) | n € N}. Ceci montre
que 77i. n’est pas vérifié, car implique que zo & f~H(F) tandis que zo, € Ad(f~H(F)) =
Ad{z, | n € N} par construction. O
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Remarque 3.5. Une application peut trés bien étre continue et telle que I'image d’'un
ouvert ne soit pas un ouvert (ou que l'image d’un fermé ne soit pas un fermé). Par
exemple, considérons la fonction f : R — [0, 1] définie par

|z

fl@) =1 2l (3.37)

Cette fonction est bien sur continue, mais f(R) = [0, 1], qui est ni ouvert ni fermé.

Avant de continuer la discussion en introduisant des concept plus forts de continuité,
on discute comment les fonctions continues permet de comparer différentes topologies.

Définition 3.7. Un homéomorphisme entre (X,dx) et (Y,dy) est une fonction f : X —
Y telle que
i. f:(X,dx) — (Y,dy) est continue;
ii. f est bijective;
iii. f71:(Y,dy) — (X,dx) est continue.
On dit que (X,dx) et (Y,dy) sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme
entre eux.

En partant de cette définition, il est trés difficile de montrer que deux espaces ne
sont pas homéomorphes, car on devrait vérifier que aucune bijection puisse étre un
homéomorphisme.

Exemple 3.2. On collecte ici quelques exemples d’homéomorphismes (ou non).

1. f:([0,1],ds) — ([0,1],ds) définie par f(x) = 2%, z € [0, 1]. En effet, f est continue,
bijective, et son inverse est f~!(z) = /= qui est continue sur [0, 1].

2. Soient m,b,c,d € R, ¢ < d, m > 0 et définissons fonction f(x) = mx +0b, x €
[e,d]. Alors, f : ([e,d],ds) — ([f(c), f(d)],ds) est un homéomorphisme d’inverse
=) = (z —b)/m.

3. L’application log : (]0, +o00[,ds) — (R, ds) est un homéomorphisme.

4. La fonction f : (R, dgiser) = (R, ds) définie par f(z) = z est continue. On le vérifie
aisément a travers la caractérisation topologique, car tout partie de (R,dgiser)
est ouverte. Toutefois, f n’est pas un homéomorphisme. En effet, son inverse est
fHz) =2, mais f~!: (R,ds) — (R, dgiser) n'est pas continue car ]0, 1] est ouvert
dans (R, dgiser) mais f71(]0,1]) =]0, 1] n’est pas ouvert dans (R, ds).

Le théoreme suivant montre que le concepts d’équivalence topologique et d’existence
d’un homéomorphisme coincident. Pour cette raison, a partir de maintenant on confondra
ces termes.

Théoréme 3.22. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques. Soit f : X — Y
une bijection. On note dy la distance induite par f sur X (c’est bien une distance par
UEzercice (1.2) et le fait que f est injective), i.e., df(x1,2x2) = dy (f(x1), f(x2)) pour
tout x1,xo € X. Les énoncés suivant sont équivalents.
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i. f est un homéomorphisme ;

ii. (X,dx) et (X,df) sont topologiquement équivalents.

Démonstration. On commence par supposer que f est un homéomorphisme et on montre
que (zp)nen C X est convergente par rapport a dx si et seulement si elle est convergente
par rapport a dy. Par le Théoreme ceci impliquera que (X,dx) et (X,ds) sont
topologiquement équivalents.

Supposons que (& )neN SOit convergente vers zo, € X par rapport a dy. Ceci est
équivalent au fait que (f(xn))nen C Y est convergente vers f(zoo) par rapport a dy.
Comme f L est continue, on a donc que (zy),ecN est convergente vers xo, par rapport a
dx. Le méme raisonnement avec f au lieu de f~! permet de conclure que si (Tn)nen est
convergente par rapport a dx, elle est convergente aussi par rapport a dy.

On suppose maintenant que (X,dx) et (X,dy) sont topologiquement équivalents et
on montre que f est un homéomorphisme. Par le Théoreme les espaces métriques
(X,dx) et (X,dy) ont les mémes suites convergentes, vers la méme limite. Ainsi si
xn — x pour (X,d;), on a x, — x pour ds, autrement dit, f(x,) — f(x) pour dy et
f est bien continue. Un raisonnement similaire appliqué & f~! permet de conclure que
f~! est aussi continue. O

3.3.1 Uniforme continuité et applications Lipschitziennes

Rappelons la définition de la continuité d’une fonction sur tout I’espace.

Définition 3.8. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) —
(Y,dy). Alors, f est continue si et seulement si

Vepe Xete>0, 30>0 t.q dy(f(z),f(zo)) <e VeeX tq. dx(z,z) <0.
(3.38)

Dans la propriété ci-dessus, d peut dépendre a la fois de z et de €. On peut renforcer
ce concept de continuité en imposant tout simplement 'indépendance de ¢ vis-a-vis de
xo.

Définition 3.9. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) —
(Y,dy). On dit que f est uniformément continue si

Ve>0, 36>0 t.q. dy(f(z1),f(z2) <e Vr,zee€X tq. dx(xp,z2) <.
(3.39)

Le fait qu'une fonction uniformément continue soit continue est, bien sur, triviale,
mais 'inverse est faux.

Exemple 3.3. On considere f : # € (R,ds) — 22 € (R,d;). Il est bien connu que f
est continue (par exemple comme produit de deux fonctions continues). Raisonnons par
I’absurde et supposons que f est uniformément continue, et écrivons la définition pour
e=1:
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36>0 tq |et—2i <1 Va2 € X tq |z — 3] <6 (3.40)
Prenons alors z1 =n € N, 29 = 21+ %. Clairement |xo —x1| < §. Par contre, |x% - w§| =
In? —(n+ g)2| = ‘% - né‘. Cette quantité tend vers +00 quand n — 0o, ce qui contredit

donc (3.40) pour n suffisamment grand.

On considérera aussi la notion suivante, plus forte que 'uniforme continuité.

Définition 3.10. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) —
(Y,dy). Soit L > 0. On dit que f est L-lipschitzienne si

dy (f(z), f(z")) < Ldx(z,2"), Vo, 2z’ € X. (3.41)
On dit que f est Lipschtzienne s’il existe un L > 0 pour lequel elle est L-Lipschtzienne.

On a alors la proposition suivante, évidente (il suffit de prendre § = Le dans la
définition de la continuité uniforme).

Proposition 3.23. Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue.
De méme, il existe des fonctions uniformément continues mais pas Lipschitziennes.

Exemple 3.4.

La fonction f : ([0,1],ds) — (R, ds) définie par f(z) = /x n’est pas lipschitzienne, mais
elle est uniformément continue. En effet, soient x,y €]0, 1] tels que, e.g., x < y. Alors, si
y —x < 1 on peut écrire

WVy—Va)l=z+y—2yzy<act+y—2zc=x—1y<n. (3.42)

Ici on a utilisé que x < /Ty < y. Il suffit alors de choisir n = 2 pour prouver I'uniforme
continuité de f. Pour montrer qu’elle n’est pas Lipschitzienne, on raisonne par 1’absurde.
S’il existait L > 0 tel que pour tout x,y € [0, 1], on ait [\/z —/y| < L|z —y|, en prenant
y=0et x =1/n avec n € N* on aurait % < %, i.e. v/n < L. Mais le membre de
gauche tend vers 400 quand n — oo, donc cette inégalité est forcément fausse pour n
suffisamment grand.

La notion suivante est souvent utile.

Définition 3.11. Une application bi-lipschitzienne entre (X,dx) et (Y,dy) est une
fonction f: X — Y telle que
i. f:(X,dx) — (Y,dy) est lipschitzienne;
ii. f est bijective;
iii. f71:(Y,dy) — (X,dx) est lipschitzienne.

On a alors le résultat suivant, & comparer avec le théoréme qui est ici évident en
revenant aux définitions.
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Proposition 3.24. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques. Soit f : X —Y
une bijection. On note dy la distance induite par f sur X. Les énoncés suivant sont
équivalents.

i. f est une application bi-lipschitzienne ;

it. dx et dy sont métriquement équivalentes.

3.4 Exercices

Propriétés de la convergence

Exercice 3.1. (*) On se place dans C([0, 1], R). On considere x,, = X" pour n € N.
1. (zp)nen+ a-t-elle une limite pour || - ||oo 7
2. (zn)nen+ a-t-elle une limite pour || - ||1 ?
Exercice 3.2. (*) Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (zp)neny C X

est définitivement constante s’il existe N € N et o, € X tels que z, = zo pour tout
n > N.

1. Montrer que si (z,)neny C X est définitivement constante, alors elle converge vers
Zoo-

2. Montrer que une suite (zy)neny C X converge par rapport a la métrique discrete si
et seulement si elle est définitivement constante. En déduire que la convergence par
rapport a dgiser implique la convergence par rapport a une métrique quelconque.

3. Trouver une suite dans R qui converge par rapport a la métrique standard dg mais
qui ne converge pas par rapport a dgiscr-

Exercice 3.3. (**) Dans R[X], on définit, pour P = >7_, ar X", (n = deg(P)),

n n
|a|
Pl = 19|
120 = Y] + 30 1,

k=0 k=1

1
et [[Pl[y = [y [P
1. Montrer que || - || et || - |1 sont des normes.

2. Montrer que X" tend vers 1 pour || - |.
3. Montrer que X™ tend vers 0 pour || - ||1.

4. Les normes sont-elles équivalentes 7

Les notions topologiques a travers la convergence

Exercice 3.4. (*) En utilisant la caractérisation séquentielle des fermés, déterminer
I’adhérence des ensembles suivants.

1. A={z € Rlz = 1/n pour un certain n € N*} dans R muni de d;.
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2. B ={(x1,72) € R?|zy = sin(1/z1),z1 # 0, dans R? muni de ds.

Exercice 3.5. (**) Soit (E,|| - ||) un evn , et V un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit H un hyperplan de E. Montrer que H est soit fermé, soit dense.

Exercice 3.6. (*) On se place dans (¢{*°(R), || - |loo)-

1. Montrer que ’ensemble des suites croissantes est fermé.

2. Montrer que I’ensemble des suites tendant vers 0 est fermé.
Exercice 3.7. (***) [Points isolés] Soit (X, d) un espace métrique. Un point = € X est
isolé sl existe r > 0 tel que B(z,r) = {z}.

1. Montrer que x € X est isolé si et seulement si {x} est ouvert.

2. Montrer que x € X est isolé si et seulement si toute suite qui converge vers x
est définitivement constante, dans le sens de I'Exercice 3.2 En déduire que si
X admet un point non isolé, alors d n’est pas topologiquement équivalente a la
métrique discrete.

3. Soit p ¢ N, on note p = co. Définissons N, = NU {oo} et appellons d. la distance
définie par U'injection f : Ny, — {%_H € R | n € N} donnée par f(n) =1/(n+1)
sin € Net f(oo) =0 (voir Exercice[L.2). Montrer que tout point de Nu, est isolé,
sauf oo.

4. Montrer qu’il n’y a pas des points isolés dans un evn .

Exercice 3.8. (***) Commencer par montrer que ¢?(R) est un sous-espace vectoriel

de (*°(R). On considere apres la suite (v¥)geny C €, ot 2% = (2F),en est définie par
(Attention! Il s’agit d’une suite de suites) :
1 .
— sil<n<ek,
e {ﬁ T (3.43)
0 sinon.
Montrer que :
1. zF € ¢% pour tout k € N.
2. 2% — 2% par rapport & | - [, 01l ° = (2°),en est définie par z9 = 0 et

x2° =1/y/n pour n > 1.
3. Montrer que 2 ¢ ¢*(R) et en déduire que £?(R) n’est pas fermé dans (¢*°(R),|| -

loo)-

Exercice 3.9. (**) En suivant la méme idée que dans I’Exemple montrer que R\ Q
est dense dans (R, dy).

Exercice 3.10. (***) Soit (X,d) un espace métrique, et y € X.
1. Montrer que x +— d(x,y) est 1-Lipschitzienne.
2. Montrer que (z,y) € X x X — d(x,y) est 2-Lipschitzienne.
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3. Soit A C FE non vide. Montrer que x — d(x, A) est 1-Lipschtzienne.

4. Soient A et B deux parties disjointes, non vides, et fermées de E. On pose

D.

d(z, A)
d(z,A) +d(z,B)

firxe B

Montrer que f est bien définie (on pourra utiliser un résultat de 1’exercice [2.14)), a
valeurs dans [0, 1], continue, telle que A = f~1({0}) et B = f~1({1}).

En déduire qu’il existe deux ouverts U et V telsque AC U, BC V,et UNV = 0.

Exercice 3.11. (**) Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que l'intersection de deux
parties ouvertes et denses est dense. Que dire de l'intersection de deux parties denses
par forcément ouvertes 7

Exercice 3.12. (**) Soit € C KN I'espace des suites (2,,)neny C R qui convergent dans
(R,ds). Montrer que € C £>°(R) et que € n’est pas dense dans ((*°(R), || - |loo)-

Exercice 3.13. (**) On se propose de démontrer le Lemme

1. Traiter le cas n = 1.
2. On suppose maintenant que

a) Montrer que

n > 2.

n k 2
<n> <x - ) 2F(1— )"k = 2? — 208 + 2o,
= k n

ol on a posé

"0\ k e
21—Z<k>nxk(1—a;) & et

k=0

k=0

(3.44)

Sy = i <Z> f;a;k(l — 2"k, (3.45)

b) En dérivant par rapport a a € R a droite et a gauche dans le binéme de Newton

(3.19), montrer que

. k
ala+b)" =Y (Z) Eakblfk, Va,b € R. (3.46)
k=0
¢) en déduire que ¥; = x.
d) Montrer que
2 n—2 - n k( — ) kpn—k
= R A4
a“(a+b) <k>n(n—1ab , Va,b € (3.47)
k=0
e) En déduire que
py= &=l (3.48)

92



f) Conclure.

Exercice 3.14. (*) Soient f,g € C([0,1]) tels que on a I’égalité des moments suivante

1 1
/ 2" f(z)dx = / z"g(x)dz, VneN. (3.49)
0 0

Montrer que f = g. On pourra commencer par démontrer que pour tout P € R[X], on

a fy P(@)(f(x) = g(x)) dz = 0.

Exercice 3.15. (**) Soit f € C([0, 1], R). Montrer qu’il existe une suite de polynomes
(Pp)nen telle que ||f — Pplloo = 0 et ||f/ — P)||looc — 0.

Exercice 3.16. (**) Soit f € C([0,1],R), positive. Montrer Montrer qu’il existe une
suite de polynomes (P, )nen telle que ||f — Pplloc — 0, avec P, > 0 sur [0,1]. Indica-
tion : si on a une suite QQ, de polynéme qui converge vers f, on pourra montrer que
inf,ep0,1) @n — infcpo ) f-

Continuité dans un espace métrique
Exercice 3.17. (*) Etudier la continuité des applications suivantes :
[ f(0)
T (C([0, 1)), [ - 1) = (€ (0, 1]); [ - [loo)
f=7f (3.50)
T (C([0,2]), - M) = (0, 1), 11 lloe)

f (am—)/jf(t)dt)

Exercice 3.18. (**)Soit (E,||-||) un evn et h : E — E une application continue vérifiant
que pour tout x € E, on ait h(z) = h(z/2). Que dire de h?

Exercice 3.19 (Densité et continuité). (*) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces
métriques et f,g : X — Y deux fonctions continues. Montrer que si f(x) = g(z) pour
tout x € A, o A C X est une partie dense, alors f(x) = g(x) pour tout x € X.

Exercice 3.20. (**) Soit f : R — R continue par rapport a dy et telle que f(z +y) =
f(z) + f(y). On note f(1) = a € R. Calculer f sur Q et puis sur R (on utilisera

I'Exercice [3.19)).

Exercice 3.21. (**) Soit M2 (R) 'espace vectoriel des matrices 2 x 2 & valeurs réels.

1. Montrer que [[M|| = max; je(1 2y [mij|, ot M = (mij)ij=12, est une norme sur

Ms(R).

93



2. Déterminer adhérence et intérieur de l’ensemble des matrices inversibles. Est-il
ouvert ou fermé?

Exercice 3.22. (*) On définit d : [0, 1[x[0, 1[— [0, +-00[ par
d($,y) :min{|l‘*y|71* |x—y|}, T,y € [071[ (351)

Montrer que d est une distance et que la suite 1 — 1/n converge vers 0 par rapport a d.
En déduire que (]0,1[,d) n’est pas homéomorphe a ([0, 1], dg).
Exercice 3.23. (**) Soit £ = C([0,1],R) et F = {f € E, f(0) = 0}.

1. Démontrer que F' est fermé dans (E, || - ||oo)-

2. Démontrer que F' est dense dans (E, || - ||1).

Exercice 3.24. (***) Soit H un sous-groupe de (R, +), non réduit a 0.
1. Justifier existence de m = inf{x € H,z > 0}.
2. On suppose que m > 0. Montrer que m € H puis que H = mZ.
3. On suppose que m = 0. Montrer que H est dense dans R.
4. Soient a,b deux réels non nuls. Donner une CNS sur a et b pour que aZ + bZ =

{an + bm|(n,m) € Z?} soit dense dans R.

Exercice 3.25. (***) On cherche & montrer que

1
lim fe™at =0,  Vfeo(o,1)). (3.52)
n—oo 0
A cet effet, soit A([0,1]) = {f € C([0,1]) | f est affine par intervalles}.
1. Montrer cette relation lorsque f € C([0,1]), puis f € A([0,1]);

2. Montrer que A([0,1]) est une partie dense de (C([0,1]), ] - |loo), en admettant le
Théoréeme de Heine (i.e. que toute fonction de C([0,1]) est uniformément conti-
nue) ;

3. En déduire la relation pour toute fonction continue.

Exercice 3.26. (***) Soit f : RT — R une fonction uniformément continue pour ds.
Montrer qu’elle est sous-linéaire : il existe a,b > tels que pour tout z € R*, on ait
|f(z)| < az + 0.
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4 Complétude et théoreme du point fixe de
Picard

4.1 Complétude
4.1.1 Suites de Cauchy

Définition 4.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (z,,)neny C X est de Cauchy
si
Ve>0 INeN tq dzg,zm) <e, Vn,m> N. (4.1)

Remarque 4.1. Parfois, on utilisera la caractérisation suivante, qui est trivialement
équivalente a (4.1)) en remplagant m par n +p :

Ve>0 3N eN tq d(zp, xnip) <e, ¥n>N,VpeN. (4.2)

Une suite de Cauchy est une suite dont les points se rapprochent de plus en plus entre
eux. On démontre donc aisément les propriétés suivantes.

Proposition 4.1. Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et (x,)eny C X une suite convergente
vers Too € X. Alors, pour tout € > 0 existe N € N tel que d(z,, %) < /2 si n > N.
Par inégalité triangulaire on a donc que

d(zn, Tm) < d(Xn, Too) + A(Too, Tm) < &, VYn,m > N. (4.3)
Cela montre que (z,)nen est de Cauchy. O

Proposition 4.2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et (z,)neny C X une suite de Cauchy.
Pour € > 0 on a donc, par définition de suite de Cauchy, qu’il existe N € N tel que

d(zn, Tm) < €, Vn,m > N. (4.4)
Donc, pour £ € N on a
d(zg, zn) < zg[lﬁﬁ]] d(ze, zn) + €. (4.5)

En particulier, comme le max est sur un ensemble fini, il existe ¢ > 0 tel que d(zg, zn) <
c. Finalement, par inégalité triangulaire, on a

d(zg, xp) < d(xg,zn) + d(zy, 20) < 2¢, Vk,¢ € N. (4.6)

Ceci prouve que diam{z, | n € N} < 2¢ et donc I’énoncé. O
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La propriété suivante est tres utile dans la pratique, pour démontrer qu’une suite de
Cauchy converge.

Proposition 4.3. Soit (x,)nen C X une suite de Cauchy et (xy, )ken une suite extraite.
Alors, (xn)nen est convergente si et seulement si (T, )ken converge.

Démonstration. La convergence de (zn, )ken, sachant que (xy)nen est convergente, est
une conséquence immédiate de la Proposition Supposons maintenant que (zp, )keN
est convergente vers Too. L’inégalité triangulaire nous dit que pour tout n € N, on a

d(2n, Too) < d(zp, 2n,) + d(2n,, Too), VEk € N. (4.7)

Soit € > 0. La convergence de (2, )ren implique qu’il existe K € N tel que d(zy, , Too) <
£/2 si k > K. D’autre part, la définition de suite de Cauchy nous dit qu’il existe N € N
tel que d(zp,xm) < €/2 si n,m > N. Comme k — nj est strictement croissante par
définition de suite extraite, il existe donc k > K tel que ny > M. Donc, par , on
complete la démonstration. O

Pour conclure, donnons une condition suffisante tres utilisée en pratique pour qu’une
suite soit de Cauchy, et qui peut étre interprétée comme une sorte “d’uniformité” vis-
a-vis de ’entier p qui intervient dans la deuxieme définition équivalente d’une suite de
Cauchy.

Proposition 4.4. Soient (X,d) un espace métrique et (x,)neny C X une suite vérifiant
la propriété suivante : il existe une suite (an)nen de Téels positifs tendant vers 0, telle
que

d(zp, Tpip) <an, Yn>N,VpeN.

Alors (xpn)nen C X est une suite de Cauchy.

Démonstration. C’est immédiat : soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,
on ait 0 < a,, < . Donc

d(xnaxn-i-p) <ap < g, Vn > Na vp eN.

4.1.2 Espaces complets

On rappelle le théoreme suivant, déja vu ’année passée, et valable pour la convergence
de suite de réels par rapport a la distance standard.

Théoréme 4.5 (Critere de Cauchy). Si une suite (xy,)nen de réels est de Cauchy, alors
elle est convergente.

Démonstration. Nous redonnons une preuve de ce théoreme, qui utilise la Proposition
Pour cela, nous allons montrer que (z,)nen+ admet une sous-suite monotone. On
appelle

A={neNtq. zy <z, Ym > n}.

De deux choses 'une :
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— Soit A est de cardinal infini, auquel cas A est un sous-ensemble dénombrable de
N. On énumere ces éléments en une liste strictement croissante nq,no,.... Alors
(%, )ken est une suite extraite de (zp)nen, et par définition de A, elle est stricte-
ment décroissante. (z,)nen étant borné par la Proposition le théoreéme de la
limite monotone assure que (Z,, )ren est convergente. Donc (z,,)nen converge par
la Proposition [£.3]

— Si A est de cardinal fini, on note M son plus grand élément. Tous les éléments au
dessus de M ne sont pas dans A. Ainsi, si ng = M + 1, il existe un n; > ng tel
que Tp, < Tp,. De méme, il existe ng > ny tel que z,, < z,,. En poursuivant ce
processus, on crée comme au point précédent est une suite extraite (zp, )ren de
(Zn)nen qui est croissante. On conclut alors exactement par les mémes arguments
qu’au premier point.

O

Ce théoreme n’est plus vrai si on remplace (R, ds) avec un espace métrique général,
comme on montre dans l’exemple suivant.

Exemple 4.1. On considére 'espace métrique (0, 1], ds). La suite (zy,)nen CJ0, 1], z, =
n%rl, est de Cauchy mais n’est pas convergente dans |0, 1]. En effet, soit ¢ : (]0, 1], ds) —
(R,ds) Vinclusion de |0, 1] dans R (i.e. la fonction identité). On vérifie aisément qu’elle
est continue. Comme ¢(zy,) = p, si (n)nen était convergente dans (]0,1],ds) a z, elle
serait aussi convergente dans (R, ds), vers ¢(z) = x. Toutefois, est immédiat observer que
xn, —> 0 dans (R, ds). Par unicité de la limite, on devrait donc avoir z~, = 0 €]0, 1], ce
qui est absurde.

Définition 4.2. On dit que l'espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cau-
chy de X est convergente dans X. Si (E,|| - ||) est un evn complet pour la métrique
canoniquement associée a sa norme, on dit que E est un espace de Banach.

On peut interpréter la complétude comme le fait de n’avoir pas de trous. En effet, le
concept de suite de Cauchy nous permet, dans un certain sens, de capter ces trous sans
jamais sortir de I’espace.

Remarque 4.2. Le Théoreme montre que (R,ds) est un espace métrique complet.

Typiquement, pour montrer qu'un espace est complet on applique le procédé suivant :
1. On fixe une suite de Cauchy quelconque;

2. On trouve, intuitivement, un candidat pour la limite;

3. On prouve que le candidat limite est bien dans ’espace;

4. On montre que la suite converge effectivement vers le candidat limite.

On commence par donner un résultat général, qui nous montrera comment appliquer

le chemin ci-dessus.

Proposition 4.6. Soit (X,d) un espace métrique complet et soit A C X. Les énoncés
suivants sont équivalents.
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i. A est fermé;

i. L’espace métrique (A,d|4) (la distance induite sur A) est complet.

Démonstration. On suppose que A est fermé, et on fixe une suite (a,)nen de Cauchy
par rapport a d|4. Par définition de d|A4, on a que (an)nen et de Cauchy comme suite
de (X, d). Donc, elle converge vers un point zo, € X. Puisque A est fermé dans X, on a
que Too € A. Donc A est complet.

Supposons maintenant que (A, d|4) soit complet et fixons une suite (a,)nen conver-
gente vers Too € X. En particulier, (ap)nen est de Cauchy dans (X,d) et donc dans
(A,d}4). Par complétude de (A,d|4), la suite (a,)nen admet une limite a € A par rap-
port & d4. Mais alors a est limite de (ay)nen aussi par rapport a d et, par unicité de la
limite, oo = a € A. Donc, A est fermé. O

Avant d’étudier la complétude des espaces métriques introduits dans le Chapitre
on montre avec ’exemple suivant que la notion de complétude est une notion métrique
et pas seulement topologique, au sens ot on peut avoir deux distances topologiquement
équivalentes sur un méme ensemble, pour lequel I'un des espaces métriques est complet,
et l'autre non.

Exemple 4.2. La distance standard dg sur R est topologiquement équivalente a la
distance

d(z,y) = | arctan(z) — arctan(y)|, Va,y € R. (4.8)

En effet, dans le langage du Théoreme d est la distance induite par la fonction
arctan : (R,ds) — (] — §, 5[, ds), qu'on vérifie aisément étre un homéomorphisme. Tou-
tefois, (R, ds) est complet, tandis que (R, d) ne I’est pas. Cela peut se démontrer soit en

observant que la complétude de (R, d) est équivalente a celle de (] — 5, 5[, ds), qui n’est
pas complet car | — 7, F[C R n’est pas fermé, soit, d'une fagon plus directe, en montrant

que la suite (n)pen C R est de Cauchy par rapport a d et non convergente.
Par contre, on a le résultat suivant.

Proposition 4.7. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et soit f : (X,dx) —
(Y,dy) une fonction bi-continue et uniformément continue. Si (Y,dy) est complet, alors
(X,dx) est complet.

Démonstration. Soit (x,)nen+ une suite de Cauchy de (X,dx). f étant uniformément
continue, il existe 6 > 0 tel que si y,y' € Y sont tels que dy(y,y’) < 4, alors on a
dx (f(y), f(¥)) <e.

(zn)nen+ étant de Cauchy, il existe N € N* tel que pour tout n,m > N, on ait
dy (2, xm) < 0.

On voit donc que si n,m > N, alors dy (f(zn), f(zm)) < e

On pose alors y,, = f(z,). Ce qui précede montre que (y,)nen+ est une suite de Cauchy
dans (Y,dy) complet. Elle converge donc vers un certain y € Y. f~! étant continue, on
en déduit que z,, = f~'(y,) — x. D’ot le résultat voulu. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant.
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Corollaire 4.8. Soient dy et dy deux métriques métriquement équivalentes sur X . Alors,
(X,d1) est complet si et seulement si (X, da) est complet.

Démonstration. dire que di et ds sont métriquement équivalentes équivaut a dire que
Papplication Id : (X,d;) — (X,d2) est bi-lipschtzienne. Donc Id : (X,d;) — (X,d2)
et Id: (X,d2) — (X,dy) sont lipschitziennes et donc uniformément continues, d’ou le
résultat. g

4.1.3 Exemples d’espaces complets

On commence avec la distance discréte.

Proposition 4.9. Soit X un ensemble et dyiser la distance discréte sur X. Alors,
(X, dgiscr) est complet.

Démonstration. L’énoncé est évident car (x,)n,eny C X est de Cauchy si et seulement s’il
existe T, € X et N € N tels que z,, = 2o, pour tout n > N (on a déja vu quelque chose
de similaire, il suffit de prendre ¢ = 1/2 dans la définition des suites de Cauchy). Ceci
implique trivialement que (z,),en est convergente. O

Maintenant, regardons la topologie produit.

Proposition 4.10. Soit k € N avec k > 2 et (X, di)ie[1,k)) une collection de n espaces
métriques complets. On pose X = X1 X Xo...xX Xi, muni de la distance produit d définie
dans la Proposition[1.3 Alors (X,d) et complet.

Démonstration. On se contente de traiter le cas k = 2, le résultat général étant alors
facile & montrer par récurrence. Soit (z)neny € X une suite de Cauchy. Si on note
m X — X; (1 = 1,2) la projection standard (i.e. Papplication (z1,x2) € X1 X Xg
x; € X;), on a par définition de d que

di(m(xn), () < d(@n, Tm), i=1,2. (4.9)

Ceci permet de montrer que (m;(xy,))nen C X; est de Cauchy et donc qu’elle converge par
complétude de (X;,d;) vers un certain y; (i = 1,2). Par définition de d, on a clairement
que d(xy, (y1,92)) = max;=1,2d;(mi(s),yi) — 0 quand n — oo, et on a donc bien que
(zn)nen est convergente dans X. O

De méme, on peut montrer le résultat suivant.
Proposition 4.11. L’evn (R", |- ||,) est complet pour tout n € N et p € [1,+00].

Démonstration. La preuve est completement identique a cette précédente, en prenant
les projections sur chacune des composantes. O

Pour montrer qu'un espace n’est pas complet, il suffit de trouver une suite de Cauchy
qui n’est pas convergente (c.f. Exercice .

L’exemple suivant montre qu’il n’est pas suffisant d’en exhiber une qui converge vers
un élément “hors de I'espace”, mais qu’il faut aussi vérifier proprement que I’on converge
ne pas vers un élément de ’espace. En effet, I'unicité de la limite n’est pas nécessairement
vérifiée pour les éléments hors de ’espace.
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Exemple 4.3. Considérons la suite (f,,)neny C C([0, 1]) définie par f,,(z) = z™. On peut

montrer que cette suite est de Cauchy par rapport a la norme || - ||;. De plus, si on pose
0 si0 <z <1
g(x) = { L ’ (4.10)
1 siz =1,
. 1
on alimy 400 [y |fu(z) — g(z)|dz =0 et g & C([0,1]).
Toutefois, ceci n’est pas suffisant pour montrer que (C([0,1]), ||-|/1) n’est pas complet.
En effet, il est facile de montrer que ||f,|l1 — 0 et donc (fn)nen est bien convergente
vers la fonction nulle pour || - ||1, qui est bien dans C([0, 1]).

On passe maintenant a montrer la complétude de certains espaces de dimension infinie.
Proposition 4.12. L’evn ({>°(R),|| - ||c) est complet.

Démonstration. Soit (uF)reny C £*°(R) une suite de Cauchy. On remarque que chaque

u® est une suite, qu’on notera

ub = (uF)pen. (4.11)

Le fait que (u*)ren soit de Cauchy s’exprime par
Ve>0,3K €N tq |u*—u'e <e VE>K,{EN. (4.12)

On rappelle que ||u¥ — v’ o = sup,,cy [uf — uf|. En particulier, pour tout n € N fixé on
a fu, —up| < [u* — u]|o. Donc,

Ve>0,3K €N tq |uf—ul|<e VEk(>K, VYneN. (4.13)

i.e., pour tout n € N la suite (u¥)ey C R est de Cauchy dans (R,ds). Puisque (R, ds)
est complet, il existe u® tel que u¥ — u® pour k — +o0.

On a donc identifié une candidat limite : la suite > = (u2°)nen. Pour montrer que
uP — u®> dans £*°(R), on commence par montrer que u® € ¢>°(R). Par , en passant

a la limite pour k — 400 on obtient que
Ve>0,3K >0 tq [u®—u|<e VIeN, VneN (4.14)

Donc, (u™® — uf) € £2°(R). Comme ¢>°(R) est un espace vectoriel et u’ € /*°(R), on a
u® = (u® — uf) +uf € 1°(R).

Finalement, le fait que u* — u™ pour k — +o0, suit en passant au sup pour n € N
dans . En effet, on a le droit de le faire car K ne dépend pas de n. O

Remarque 4.3. Cette méthode est assez générale. L’idée est de considérer une suite
de Cauchy de £*°(R) et d’essayer de se ramener & une suite de Cauchy de R (ou un
autre espace complet). Ensuite, on utilise le fait que R est un espace complet, ce qui
nous fournit une premiére notion de convergence. Il reste ensuite a déduire de cette
information (lorsque cela est possible) que la suite de Cauchy de £*°(R) converge au sens
de la norme dont £*°(R) est muni et que sa limite est bien dans ¢*°(R).
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La preuve du résultat suivant est similaire.
Proposition 4.13. L’evn (C([0,1]),] - |lec) est complet.
Démonstration. Soit (fy)nen une suite de Cauchy de (C([0,1]),] - ||loo)- Alors,
Ve>0,IN €N t.q. | fon— fimlleo <e VYn,m> N. (4.15)
Par conséquent, il est immédiat que
Ve >0,IN €N t.q. |fu(z)— fn(2)| <e Vn,m >N, Vze]l0,1]. (4.16)

Cette inégalité traduit le fait qu'a = € [0, 1] fixé, la suite (f,(2))nen C R est une suite
de Cauchy dans (R,ds). Par conséquent, puisque (R,ds) est complet, cette suite est
convergente dans R. On note f(x) sa limite, ce qui définit une application f : [0,1] — R.

Comme dans le cas précédent il nous reste & montrer que f € C([0,1]) et que (fn)nen
converge vers f par rapport a | - ||oo. La deuxiéme assertion est presque immédiate car
(fn)nen est de Cauchy. Donc, on peut faire tendre m vers l'infini dans (4.16)) et passer
au sup pour z € [0, 1] pour obtenir

Ve>0,IN €N t.q. sup |fu(z)— f(2)]|<e Vn>N. (4.17)
z€[0,1]

Il reste & montrer que f € C([0,1]). A cet effet, on se donne zg € [0,1] et on montre
que limy_,z, f(x) = f(zo). Observons que, grace a l'inégalité triangulaire, on a, pour
tout n € Net z € [0, 1],

[f (@) = fzo)| < [f(x) = fu(@)| + [ ful(2) = fulzo)| + [fn(x0) — f(20)|

<2 sup [fuly) = FW)|+ | fa(z0) — f(0)]- (4.18)
y€[0,1]

Par continuité de f,, on a que

Ve>0,30 >0 t.q |fu(®)— fulze)] < si |x — x| < 6. (4.19)

Wl m

Soit maintenant n > N, donné par (4.17) avec €¢/3. En revenant a (4.18)), on a donc
démontré que pour tout € > 0 existe § > 0 tel que

2
f(a) = flao) < 5o+ % —e, silz— x| <0 (4.20)
En particulier, f € C([0,1]) et clot la démonstration. O

4.2 Théoreme du point fixe de Picard

Lorsque on a une application f : X — X, est naturel et trés important de comprendre
si f admet des points fixes, i.e., si f(x4) = x4 pour un certain x, € X. Dans cette section,
on montrera une condition suffisante pour l'existence (et 'unicité) d’un tel point fixe, et
on donnera une application concrete de ce résultat.
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4.2.1 Enoncé du Théoreme

Donnons au préalable la notion suivante.

Définition 4.3. Soit (X,d) un espace métrique. Une application f : (X,d) — (X,d)
est dite contractante si elle est Lipschtzienne de constante de Lipschitz strictement plus
petite que 1, autrement dit s’il existe « € [0, 1] tel que

d(f(z), f(2')) < ad(z,2), vz, r' € X. (4.21)

On a donc le théoreme suivant, appelé théoreme du point fixe de Picard, ou parfois
de Banach.

Théoréme 4.14 (Point fixe pour applications contractantes). Soit (X,d) un espace
métrique complet et soit f : (X,d) — (X,d) une application contractante. Alors, il
existe et il est unique z, € X tel que f(xy) = xy.

Démonstration. On démontre d’abord que 1’éventuel point fixe z, € X est unique. Pour
ce faire, on suppose qu’il existe z, 2’ € X tels que f(z) = z et f(2’) = 2/. Comme f est
contractante, on a donc

0 <d(z,2') =d(f(z), f(z") < ad(z, ). (4.22)

Le fait que o < 1 implique donc que d(z,z’) = 0 et donc que = = 2.

On passe maintenant & démontrer existence du point fixe. Soit g € X un point
quelconque, et définissons la suite (x,)nen par la recurrence x, 11 = f(z,), n € N. On
vise & montrer que (zy)nen converge vers un point fixe. Pour ce faire, on commence par
montrer que (zp)nen est de Cauchy. Soit k € N et calculons

d(zk, Tp41) = d(f(2r-1), f(21))
< ad(wk,l,xk)

= ad(f(zk—2), f(zk—1))

< o’d(zp—2, Th-1) (4.23)
< akd(xg, x1).
Donc, par I'inégalité triangulaire, pour tout n,p € N on a
p—1 p—1
A(@n, Tnip) < Y A(@nre, Tnpesn) < Yo" d(xo, 1) (4.24)
=0 =0

Puisque o < 1, on a que ", % af = 1/(1—a). On peux donc continuer le calcul ci-dessus

et obtenir
n

Oi ad(:vo,:cl), Vn,p € N. (4.25)

d(xnaxn—o—p) < 1
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Comme o — 0 quand n — +00, on a donc montré que la suite (z,,)nen est de Cauchy
en utilisant la Proposition [£.4]

Puisque X est complet, la suite (2, ),en est donc convergente vers un point z, € X.
Il reste & montrer que z, est un point fixe de f. Ceci suit aisément du fait que, par
continuité de f et de d,

Ay, f(24)) = ngrfood(x*’ f(zn)) = ngrfood(x*’ Tn+1) = d(z, ) = 0. O
Remarque 4.4. Une conséquence de la démonstration, est que, sous les hypotheses
du théoréme, pour tout zo € X la suite (x,)nen définie par z,41 = f(z,), n € N, est
convergente vers I'unique point fixe x, de f. En passant a la limite pour p — +oo dans
, il est méme possible quantifier la vitesse de convergence :

n

d(zo, f(z0)),  VneN. (4.26)

@
d(mn,x*) < 1
Une telle convergence est appelée “superlinéaire”.

4.2.2 La suite de Fibonacci et le nombre d’or

Donnons une application du théoréeme du point fixe de Picard. On rappelle que la suite
de Fibonacci est la suite de nombres naturels u = (uy)neny C N définie par la relation de
recurrence suivante :

ug = 0, up = 1, Up+2 = Unt1 + Un VN € N. (4.27)

On a donc u = (0,1,1,2,3,5,8,13,...).

On veut montrer la proposition suivante.

Proposition 4.15. On a

B

. Un+1 . 1+
1 = =
S ¢, ou ¢ 5

est le nombre d’or. (4.28)

Démonstration. Un raisonnement par récurrence permet de montrer que la suite de Fi-
bonacci est une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs, et donc que
limy, 00 Uy, = 400 puisqu’elle ne peut pas stationner au bout d’un certain rang. En po-
sant v, = Up4+1/Un, n € N*, on commence donc par démontrer que (vy)nen €st conver-
gente.

Par définition de u,, on a que

1
v =1, Upe1 =1+ . Vn € N*, (4.29)

n
Autrement dit, on a v,1 = f(v,), n € N*, ot f :]0,+00[— R est définie par

fla)=1+ é (4.30)

L’idée est de trouver un intervalle fermé I C R tel que
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1. f(I) C I, et donc on peut considerer f: I — I;
2. f:(I,ds) — (I,ds) est contractancte;

3. il existe ng € N tel que vy, € 1.

4. ¢ € 1.

En effet, cela nous permettra d’appliquer le théoreme du point fixe et la Remarque
pour démontrer que (v,)nen converge vers le seul point fixe de f dans I, qu’on devra
calculer explicitement.

On remarque que trivialement, ¢ € [3/2,2]. Montrons donc que I = [3/2, 2] satisfait
les propriétés souhaitées. Nous commencons par observer que f est de classe C' sur
I et que f'(r) = —1/2% pour tout z # 0. En particulier, f est décroissante et donc
fI) C [f(2),f(3/2)] = [3/2,5/3] C I. Ceci montre la propriété 1. De plus, comme si
e>0ona|f(z) <1/e% <1 pour tout = € [1 + ¢, +o0[, 'inégalité des accroissements
finis nous donne que f : (I,ds) — (I,ds) est contractante. On a donc la propriété 2.
Finalement, on a v9 = 2 € I, ce qui montre la propriété 3.

Par le théoreme du point fixe on a donc que v, — ¢ € I ou f(¢) = ¢. Cette propriété
est équivalente au fait que

¢*=¢+1. (4.31)

En calculant explicitement les racines de cette équation polynomiale d’ordre 2 (qui sont
(1 +£+/5)/2), on se rend compte que la seule solution positive de cette equation est le
nombre d’or, ce qui clot la démonstration. O

4.3 Exercices

Suites de Cauchy

Exercice 4.1. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) — (Y, dy)
une fonction uniformément continue. Montrer que si (z,), C X est une suite de Cauchy,
il en est de méme pour (f(z,)), C Y.

Exercice 4.2. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que (z,)neny C X est de Cauchy

S1
+oo

> d(@n, Tni1) < +o00. (4.32)

n=0

La réciproque est-elle vraie ?

Espaces complets

Exercice 4.3. On considere f : R — R? une application injective, et d la distance
induite (cf. Exercice[1.2) : d(z,y) = ||f(z) — f(y)]]2.
1. Donner un exemple de telle fonction.

2. Donner une CNS sur I'image de f pour que (R, d) soit complet.
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Exercice 4.4. Le but de cet exercice est de montrer que 'evn (C([—1, 1]),||-||1) n’est pas
complet (en fait, un raisonnement similaire permettrait de montrer que (C([0,1]), - |l)
n’est pas complet pour p < oo, en utilisant un changement de variable affine entre le
segment [—1,1] et le segment [0, 1]).

On considere la suite (fy,)nen € C([—1,1]) définie par

-1 si—1§$<—%,
fo(x) = ¢ na si —1<x<i (4.33)
1 si 2 <o <1

1. Montrer que (fy,)nen est de Cauchy.

2. En raisonnant par l’absurde, montrer qu’il n’existe pas de g € C([—1,1]) tel que
fn — g pour n — +o0.

Exercice 4.5. Montrer que (¢?(R), | - ||,) est complet si p < 4o0.

Exercice 4.6. On considere les espaces vectoriels suivants :

+00
Ep = {g; = (Zn)nen- € RV | " nFla| < +oo} ., keN* (4.34)
n=1
1. Montrer que la fonction suivante est une norme sur Ej, k € N* :
+00
k=D nFlaal; (4.35)
n=1
2. Montrer que Ej11 est un sev dense et propre de (Ey, || - ||x) pour tout k € N*;
3. En déduire que (Ej41, || - [|x) n’est pas un espace de Banach pour tout k € N*;

4. Montrer que (Fg, || - ||x) est un espace de Banach pour tout k € N*.

Exercice 4.7. Soit (X,d) un espace métrique. Si (X,d) est complet et (B,), est une
suite de boules fermées B,, = B(xy,r,) tels que B, 1 C B, pour tout n et lim,_,c r, =
0, montrer que
() Bn # 2. (4.36)
neN
Prouver que cette condition est équivalente a la complétude de (X, d).
Exercice 4.8. Soit (E,d) et (F,J) deux espaces métriques, et A C E une partie dense
de E.

1. Montrer que si f : A — F est continue, et si pour tout z € E'\ A, limy_,, yea f(y)
existe, alors il existe une unique fonction g : £ — F', continue, qui prolonge f au
sens ol g4 = [.

2. On suppose maintenant que F est complet. Montrer que si f : A — F est uni-
formément continue, alors il existe une unique fonction g : £ — F', uniformément
continue, qui prolonge f au sens ou g4 = f.

Exercice 4.9.
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Le théoreme de point fixe et ses applications

Exercice 4.10. Définir deux applications T, R : R — R tels que
T(z) =T(y)| <lz—yl, |R(=)—R(y)| =2z -yl (4.37)
mais avec aucun point fixe sur R.

Exercice 4.11 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). L’application classique du théoréme
de point fixe est le résultat suivant.

Théoréme 4.16 (Cauchy-Lipschitz). Soit G C R? ouvert (pour la norme ||| - ||2) et
f+ G = R continue. Etant donné (xg,ty) € G, considérons l’équation différentielle
sutvante :

() = f(z(t),1),

.CC(to) = X0-

(EDO)

Supposons, de plus, que f soit lipschitzienne en la premiere variable, uniformément par
rapport a la deuxiéeme, au sens ou on suppose qu’il existe M > 0 tel que

|f(z1,t) — f(x2,t)] < M|z1 — 29/, Vay,xe,t  t.q. (x1,t),(x2,t) € G. (4.38)

Alors, il eziste une unique solution t — x(t) a (EDO)), définie dans un voisinage de
to.
Nous allons démontrer ce théoreme.

1. Montrer que résoudre (EDO)) est équivalent & 1’équation intégrale suivante :
t
xz(t) =zo+ [ f(z(t),t)dt. (4.39)
to

2. Montrer qu’il existe un ouvert G C G tel que (zg,t9) € G', et K > 0 tels que
|f(z,t)] < K pour tout (x,t) € G'. Montrer que G’ contient un produit de la
forme [xg —n,z0 +n] X [to — I, to + J], pour des 1,0 > 0 suffisamment petits.

On pose I = [xg —n,x0 + 1] et J = [tog — I,t0 + 9].

3. Soit C(I;J) = {¢ : I — J | ¢ est continue}. Montrer qu’il s’agit d’un espace de
Banach par rapport & la norme || - || sur I.

4. Considérons 'application T définie par Tp = 1 ou
t
V() =to+ [ f(p(t),1)dt. (4.40)
to
Montrer que Ty € C(I;J) si o € C(I;J) si 6 < n/K.

5. Montrer que T est une contraction si on impose MJ < 1.

6. Conclure.
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Exercice 4.12. Considerons I'application T : C([0,1]) — C([0,1]) defini par
v 1
Tf(x):= / t2f(t)dt + 2 Vf e C([o,1]). (4.41)
0

1. Montrer que T est une application contractante par rapport a la norme || - |00 €t
en deduire qu’elle admet un point fixe fy € C([0,1]);

2. Montrer que || fo]| < 1.

Exercice 4.13. Soit (X,d) un espace métrique complet. Pour f : (X,d) — (X,d) et
n € N on note f*(x) = f-...- f(z) I'n-éme itérée de f. Montrer que s’il existe n € N tel
que f™ est contractante, alors il existe et il est unique z, € X tel que f(z4) = 4.

Exercice 4.14. Soit K : [0, 1] x [0,1] — R continue et ¢ € C(]0, 1]).
1. Montrer que pour A > 0 assez petit, il existe un unique f € C([0, 1]) tel que

1
fla) =2 [ K@) ) dy+ o), (1.42)
2. Montrer que pour tout A > 0 il existe un unique f € C([0,1]) tel que
flz)=2A /Ox K(z,y)f(y) dy + o (). (4.43)

Exercice 4.15 (Cas particulier du théoreme de point fixe de Brouwer). Considérons
(R™,ds). Soit f : B(0,1) — B(0,1) telle que ds(f(x), f(y)) < ds(z,y) pour tout z,y €
B(0,1). Montrer que alors f a un point fixe dans B(0,1).

67



5 Compacité

La notion de compacité est absolument fondamentale en analyse. Elle permet en effet
de démontrer l'existence de certaines limites (par le théoréeme de Bolzano-Weiestrass),
mais aussi l'existence de solutions & des problémes d’optimisation (minimisation ou maxi-
misation de fonctions sur un compact par le théoreme dit “des bornes atteintes”). Pour
les evn de dimension finie, on arrivera a caractériser de maniere explicite toutes les
parties compactes comme étant les parties fermées et bornées. En dimension infinie,
la principale difficulté provient du fait qu’en dimension infinie, les ensembles fermés et
bornées ne sont pas nécessairement compacts. Or, les espaces de suites ou de fonctions
fonctions usuels, par exemple, sont toujours de dimension infinie!

5.1 Compacité au sens de Bolzano-Weierstrass

5.1.1 Le cas réel
5.1.2 Définition et premieres propriétés
On rappelle le résultat suivant, déja vu 'année passée, et valable dans (R, dy).

Théoréme 5.1 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée de réels admet une sous-suite
convergente.

Démonstration. Elle est totalement similaire a la preuve du Théoreme [4.5) : on peut
extraire d’une suite bornée une sous-suite monotone et bornée, qui converge donc par le
théoreme de la limite monotone. O

En fait, la propriété de Bolzano-Weierstrass est tellement importante qu’elle inspire
une définition.

Définition 5.1. Soit (X,d) un espace métrique. Une partie A C X est compacte au
sens de Bolzano-Weierstrass (BW dans la suite) si de toute suite (2, )nen d’éléments de
A, on peut extraire une sous-suite convergente dans A. On dit que (X, d) est un espace
métrique compact si X est lui-méme une partie compacte de X.

Exemple 5.1. Tout intervalle fermé et borné [a,b] C R, —co < a < b < 400, est
compact au sens de BW dans (R, ds). En effet, toute suite (z,)neny C [a,b] admet une
sous-suite (zp, )ken convergente vers To, € R, par le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
puisqu’une telle suite est bornée. Comme [a, b] est fermé, on a donc que z € [a, b].

Attention, cela ne signifie pas que toute suite converge! On se convaincra aisément
que deés qu’un espace métrique compact au sens de BW a plus de deux éléments, on peut
créer une suite qui ne converge pas.
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Exemple 5.2. On vérifie aisément que (R, ds) n’est pas un espace compact au sens de
BW. En effet, la suite (up)nen définie par u, = n, n € N, n’admet pas de sous-suites
convergentes. En effet, toute suite extraite sera non-borné et donc non-convergente.

Pour se simplifier la suite, on va donner un nom aux limites possibles de sous-suites
d’une suite.

Définition 5.2. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (zy,)nen une suite d’éléments de A
et { € X. On dit que [ est une valeur d’adhérence de (z,,)nen s'il existe une suite extraite
de (zp)nen qui converge veers [.

Exemple 5.3. (R, dy), la suite ((—1)"),en+ a deux valeurs d’adhérence, 1 et —1.

Proposition 5.2. Soit (X,d) un espace métrique. Alors, une partie finie A C X est
compacte au sens de BW . De plus, si d = dgser est la distance discréte, les partie finies
de X sont les seules parties compactes au sens de BW .

Démonstration. Soit A C X une partie finie de X. Montrons que A est compacte au
sens de BW. En effet, si (z,,),cn C A est une suite de A, le principe de tiroirs implique
qu’il existe une partie infinie P C N et x4, € A tels que x,, = £ si n € P. Ordonner
P = (ng,n1,...,nk,...) nous permet donc d’extraire la sous-suite (zn, )ren de (zn)ncN,
qui est constante et donc convergente.

Supposons maintenant que d = dgjser €t choisissons une partie A C X non-finie.
Ceci implique qu’il existe une suite (z,,)neny C A telle que x,, # x, pour tout n,m € N,
n # m. Mais alors, d(x,,, z,,) = 1 si n # m. Comme cette propriété reste vraie pour toute
sous-suite extraite de (z,,)nen, aucun entre elle pourra étre de Cauchy. En particulier,
(zn)nen n’admet pas de sous-suites convergentes et donc A n’est pas compacte. ]

On commence par montrer deux propriétés essentielles de la compacité.

Proposition 5.3. Soit (X,d) un espace métrique et A C X une partie compacte au
sens de BW. Alors, A est fermée et bornée.

Démonstration. Soit (zy)nen C A telle que z, — xo € X. Par définition de partie
compacte au sens de BW, il est possible d’extraire une sous-suite de (x,),en qui converge
vers un élement ao, € A. Par la Proposition [3.4] on obtient donc que z = aoo € A et,
par consequent, que A est fermé par caractérisation séquentielle des fermés.

Supposons maintenant que A ne soit pas borné, i.e.que diamd(x,y) = 4oo. Par
définition du diametre, pour tout xg € A et n € N il existe z,, € A tel que d(xy,, xg) > n.
Par compacité au sens de BW, il existe donc une sous-suite (z, )ken C (Zn)nen qui
converge vers Too € A. Toutefois ceci est absurde, en effet,

0= ngrfood(a:n,:coo) > ngrfood(xn,xo) — d(z0, Teo) > ngrfoon —d(x0,2s0) = +00. O

On verra que cette proposition sera en fait une équivalence dans le cas des evn de
dimension finie. Il faut quand méme faire attention, car I'implication inverse est fausse
en générale, comme on le montre ici.
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Exemple 5.4. Soit (X, dgiscr) un espace métrique de cardinal infini. Il est évident que
toute partie de X est borné, et il suit de 'Exemple que toute partie de X est fermé.
Donc, par la Proposition toute partie de X non finie est bornée et fermée, mais non
compacte au sens de BW, comme expliqué a la Proposition [5.2

Proposition 5.4. Soit (X,d) un espace métrique et A C X une partie compacte au
sens de BW. Soit B C A. Alors B est compacte au sens de BW si et seulement si B est
fermée dans (A,d|4).

Démonstration. Commencons par le sens direct. Si B est compacte au sens de BW dans
X, elle est fermée dans X, donc BN A est fermée dans A, mais BN A = B puisque
B C A, donc B est fermé dans A.

Regardons maintenant le sens réciproque. Si (2, )peny C B C A admet une sous-suite
convergente dans A, par compacité au sens de BW de ce dernier. Comme B est fermé,
cette limite appartient a B, qui est donc compact au sens de BW. O

Donnons maintenant deux propriétés concernant l’intersection et 'union de compacts.

Proposition 5.5. Soit (X, d) un espace métrique. Toute union finie de parties compactes
au sens de BW de X est compacte au sens de BW. Toute intersection quelconque de
parties compactes au sens de BW est compacte.

Remarque 5.1. Bien siir, une union infinie de parties compactes au sens de BW n’est
pas nécessairement compacte au sens de BW. En effet, elle n’est méme pas forcément
bornée (prendre par exemple (R, d;) et les parties compactes au sens de BW {n} pour
n € N*, dont I'union n’est pas bornée).

Démonstration. Commencons par la propriété sur 'union. Comme d’habitude, on se
ramene & regarder A; U Ao, avec A et Ay deux parties compactes au sens de BW de
(X, d), le cas général s’en déduisant a ’aide d’une récurrence triviale. Soit donc (x;, )pen~
une suite de 4; U As.

Clairement, soit il existe une infinité de n pour lesquels z,, € A;, soit il existe une
infinité de n pour lesquels x,, € Ay. Traitons le premier cas : il existe une extraction ¢
telle que pour n € N*, on ait z,,) € A1. On pose (yYn)nens = (Ty(n))nen+- C'est une suite
de A; qui est compact au sens de BW, on peut donc trouver y € A1 C A1 U As et ¥ une
extraction telle que yy,,) — y. On remarque alors que Ty (y(n)) = Y; @€ Tpop(n) — Y-
¢ o1 étant une extraction (on parle d’extractions successives), on a donc bien trouvé
une suite extraite qui converge vers un élement y € A U As.

Maintenant, démontrons la propriété pour l'intersection. Soit (A;);e; une collection
quelconque de parties compactes au sens de BW de (X, d). Soit donc (z,)pen+ une suite
de NjerA;. Notamment, (2,)pen+ est une suite de Ap, on peut donc trouver z € A;
et ¢ une extraction telle que x,,) — x. Or, pour tout n € N*, w ) € NicrA;. Les
A; étant compacts au sens de BW, ils sont fermés, et donc N;crA; est aussi fermé. Par
caractérisation séquentielle des fermés, on en déduit que x € N;crA;, ce qui conclut la
preuve. O
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Dans le cas ou une suite vit dans un compact au sens de BW, on peut donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’'une suite converge.

Proposition 5.6. Soit (X,d) un espace métrique et A C X wune partie compacte au
sens de BW. Soit (zp)nen+ une suite d’éléments de A. Alors (xy)nen+ converge si et
seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Démonstration. Le sens direct est vrai en toute généralité, par la Proposition Cest
pour le sens réciproque que ’on a besoin de la compacité. Prenons donc une suite de A
qui admet une unique valeur d’adhérence notée [, et supposons que (zy),en ne converge
pas vers [. En prenant la contraposée de la définition de la limite, il existe € > 0 tel que
pour tout N € N, il existe n > N tel que d(I,z,) > €. Pour N = 0, il existe ng > 0 tel
que d(l,xn,) = €. Pour N = ng + 1, il existe n; = ng + 1 > ng tel que d(l,z,,) > ¢.
Par récurrence, on construit donc une suite strictement croissante d’entiers (ng)ren tel
que pour tout k € N, on ait d(zy,,l) > . On pose yr = xy,. Alors (yx)ren est une
suite de A qui est compact au sens de BW, on peut donc en extraite une sous suite
Yo(k) qui converge vers un certain I’ € A. De plus, en passant & la limite dans I'inégalité
d(Y(k> 1) = €, on obtient d(I',1) > € et donc I # I'. Ceci est impossible, car (y,(x))ren st
une suite extraite de la suite (x,)nen, et toutes les sous-suites convergentes sont censées
converger vers [. D’ou le résultat voulu. O

Attention, ce résultat est completement faux si la partie A n’est pas supposée compacte
au sens de BW.

Exemple 5.5. On se place dans (R,d;) et on considere la suite donnée par xo, = 1 et
Ton+1 = n. Cette suite n’est pas convergente car elle n’est pas bornée. Toutefois, elle
admet une unique valeur d’adhérence. En effet, 1 est clairement une valeur d’adhérence,
en prenant comme suite extraite les termes pairs. C’est la seule. En effet, si on prend
une extraction ¢(n). De deux choses 1'une :
— Soit ¢(n) ne contient que des valeurs paires a partir d’un certain rang, la suite est
alors stationnaire a 1, elle converge donc vers 1.
— Soit p(n) contient une infinité de termes impairs, auquel cas la suite extraite cor-
respondante n’est pas bornée, donc pas convergente.

On termine cette partie en remarquant le lien entre complétude et compacité.

Proposition 5.7. Soit (X,d) un espace métrique et A C X une partie compacte au
sens de BW. Alors, (A, d‘A) est un espace métrique complet.

Démonstration. Soit (zp,)neny C A une suite de Cauchy. Par compacité de A elle admet

donc une sous-suite convergente dans A, ce qui entraine que toute la suite est convergente
dans A grace a la Proposition O

5.2 Continuité et compacité au sens de Bolzano-Weierstrass

Dans cette partie, nous commencgons par étudier les images de compacts au sens de
BW par des applications continues. Nous allons étudier en suite le lien entre compacité
eu sens de BW et continuité uniforme.
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Proposition 5.8. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, et f : X —'Y une
application continue. Soit A C X wune partie compacte au sens de BW. Alors, f(A) est
une partie compacte au sens de BW de Y.

Démonstration. Soit (yn)nen une suite de f(A). Alors, il existe une suite (z,)nen de A
telle que f(z,) = y, pour tout n € N. Par compacité de A au sens de BW, on peut
extraire une sous-suite (zp, )ken C (Zn)nen convergente vers zo, € A. Par continuité
de f, on a donc que f(zy,) = yn, = f(zx) € f(A). Ceci montre que la sous-suite
(Yny )ken C (Yn)nen est convergente, donc f(A) est compact au sens de BW. O

Attention, la réciproque est fausse.

Exemple 5.6. On considere (R,d) et f(x) = 0 pour x > 0 et f(z) = 1 pour = > 0.
[—1,1] est compact, f([—1,1]) = 0,1} qui est compact au sens de BW comme ensemble
fini, mais f n’est clairement pas continue (la limite & gauche et a droite en 0 n’est pas
la méme).

Corollaire 5.9. Soit (X,d) un espace métrique et f : X — R une fonction continue. Si
A C X est une partie compacte au sens de BW, il existe x,,, xpr € A tels que

f(om) =minf(z) et f(wa) = max f(z). (5.1)

TEA €A

Démonstration. A cause de la Proposition f(A) est compact et donc borné et fermé.
Soit M = sup f(X). Comme f(A) est borné, on a M < 4o0. De plus, par les propriétés
du sup, pour tout € > 0 il existe y. € X tel que M —e < y. < M. En choisissant ¢ =
1,1/2,1/3,... on obtient donc une suite (Y )nen C f(A) telle que y, — M. Comme f(A)
est fermé, on a donc que M € f(A). Donc il existe xps tel que f(xpr) = maxzea f(z).
De méme pour le minimum. ]

Théoréme 5.10 (Théoréme de Heine). Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques,
et f: X — Y une application continue. Si X est compact, alors f est uniformément
continue.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, en supposant que f ne soit pas uniformément
continue. C’est a dire, on suppose qu’il existe € > 0 tel que

Vn >0, 3(z,y) € X x X t.q. dx(z,y) <net dy(f(x), f(y)) >e. (5.2)

On peut donc construire, en faisant successivement prendre a 7 les valeurs 1, %, %, e

une suite ((an,bn))neny C€ X x X telle que dx (an, by) < % et dy (f(an), f(by)) > € pour
tout n € N. Le produit de compacts étant encore compact, on en déduit que X x X
est compact. Donc, il existe une sous-suite ((ap, , bp, ))ken qui converge vers (Goo, boo) €
X x X, autrement dit an, — aoo €t by, — boo. Mais puisque dx (an,,bn,) < 1/ny pour
tout £ € N, on en déduit que as, = bso. Par continuité de f on a donc

i flan,) = flase) = flboo) = lim  f(bn,)- (5:3)

Une passage a la limite dans I'inégalité dy (f(an, ), f(bn,)) > € pour tout k& € N, conduit
donc a I'inégalité 0 > ¢, qui est absurde. Donc, f est uniformément continue sur X. [
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Enfin, donnons une application intéressante des propriétés précédentes, en exemple.

Exemple 5.7. Soit (X,d) un espace métrique compact au sens de BW, (Y, d’) un autre
espace métrique, et f : X — X', continue et bijective. Alors f est un homéomorphisme.
En effet, si (yn)nen+ est une suite d’éléments de Y telle que y,, converge vers un certain
y €Y, f étant bijective, il existe des éléments x,, et = de X tels que y,, = f(x,) et y =
f(z). X étant compact, il existe une extraction ¢ et z’ € X tels que z,,) — 2. f étant
continue, f(x,()) — f(2'). Une sous-suite d’une suite convergente tendant vers la méme
limite, on sait aussi que f(z,(n)) = Yp(n) — y- Par unicité de la limite, f(z') =y = f(z).
f étant injective, on a donc que x = z’. On remarque que le raisonnement précédent
s’applique a n’importe quelle sous-suite convergente de (xy,)nen+. On en déduit donc que
(n)nen+ est une suite d’un ensemble compact qui admet une unique valeur d’adhérence,
elle converge donc vers cette valeur d’adhérence.

5.3 Compacité au sens de Borel-Lebesgue, précompacité,
séparabilité

Dans cette section, on va donner une autre caractérisation de la compacité, qui ne fait
pas appel a la notion de suite est qui est donc en un certain sens plus “topologique”.

5.3.1 Précompacité

On commence par la définition suivante.
Définition 5.3. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, il existe
une quantité finie de points x1,...,z, € X tels que

n

X = B(x,9). (5.4)

i=1
On dit qu'une partie A de X est précompacte si (A, d|4) est précompact.

Dans le cas d’une partie A de X, il sera souvent plus commode d’utiliser la ca-
ractérisation suivante, qui évite d’utiliser la topologie induite.

Proposition 5.11. Une partie A d’un espace métriqgue (X,d) est précompacte si et
seulement si pour tout e > 0, il existe des points ai, ..., an € A tels que A C |J;_; B(a;, ).

Démonstration. Supposons que A soit précompacte. Soit € > 0. Comme on travaille avec
la topologie induite, il existe des points a1, ...,a, € A tels que

n

A= CJ (B(ai,e) N A) C U B(a;,e€).

=1 i=1
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D’ou le résultat voulu. Inversement, soit € > 0, et des points aq,...,a, € A tels que
A c U, B(a;,¢). Clairement,
n
A= (B(ai,e) N A),
i=1

donc A est bien précompact. O

Exemple 5.8. Dans (R, ds), 'ensemble |0, 1] est précompact. En effet, si on se donne
un € > 0, il existe un certain n € N* tel que % < e. Alors on se convainc aisément que
]0 1[C U2n 1] k k—i—l[_

2n’ 2n

Nous utiliserons par la suite la propriété suivante.
Proposition 5.12. Si un espace métrique (X,d) est précompact, alors il est borné.

Démonstration. Soit x € X et o € X un élément fixé. Il existe alors k € N* et kg € N*
tels que = € B(xy,€) et xg € B(zk,,e. Une suite d’inégalités triangulaires donne donc

que
max(k,ko)

d(z, zg) < Z d(x;, vi+1) < max(k, ko)e < ne.

On a donc que x € B(xg,ne). D apres ’Exercice X est donc borné. O

Attention, toute partie bornée n’est en général pas forcément précompacte (ce sera vrai
pour les evn de dimension finie toutefois), comme le montre les deux exemples suivants.

Exemple 5.9. Prenons un espace (X, dgiser) ot Card(X) = 4+00. Comme diam(X) = 1
par définition de la distance discréte, X est bornée et donc toute sous-partie est bornée.
De plus, on peut montrer que les parties précompactes sont les parties de cardinal fini. En
effet, une partie A de cardinal fini est toujours précompacte, puisque si A = {aq,...a,},
pour tout ¢ > 0, on a A C U"B(aj, ). Inversement, si A est précompacte, en prenant
e = 1/2, il existe n € N* et ay,...a, € A tels que A C U, B(a;,1/2). Par définition
de la distance discrete, on a B(a;,1/2) = {a;} et donc A C U {a;}, A est donc de
cardinal fini.
Ainsi, toute partie de cardinal infini de X est bornée sans étre précompacte.

Exemple 5.10. Soit (¢2(R),|| - ||2) et considérons la sphere unité S = {z € ﬁQ(R) |
|z]l2 = 1}. Evidemment, S est borné. Montrons qu’elle n’est pas precompacte A cet
effet, on considere la suite (e/);eny C £*(R), ot pour j € N on pose e/ = (e},), C R est

donnée par
- 1 sij=mn;
el = { 7 (5.5)
0 sinon.
On a que (e;)jen C S et que [lej — e;fla = V2 si j # i. Posons € < v/2/2 et supposons
qu'il existe z1,...,z, € £2(R) tels que

SCOm%g (5.6)
k=1
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(La famille (e;)jeny C S est appelé la base canonique de ¢?(R), par analogie avec la base
canonique dans R™). Comme les boules que I'on considére sont en nombre fini, il faut
forcement que 'une entre eux contienne une infinité des e;, et donc notamment deux e;
et e; pour i # j. Il existe donc un certain k € N tel que e;,e; € B(xy, €). Toutefois, ceci
implique que

lei —ejllz < lei — zill2 + [z — €l < 26 < V2, (5.7)

ce qui est absurde.
La propriété suivante sera utilisée par la suite.
Proposition 5.13. Tout sous-ensemble d’un espace métrique précompact est précompacte.

Démonstration. On sait que (X, d) est précompact. Soit A C X. Soit € > 0. Il existe
n € N* et une quantité finie de points z1,...,z, € X tels que

n

X =|JB(ai,e). (5.8)

i=1
On en déduit que

U B(zi,e)NAC O B(z;,¢€).

i=1 i=1

A

Ceci n’est pas suffisant pour conclure car les x; ne sont pas forcément dans A. On procede
de la maniére suivante :
— Si B(z4,e) N A =0, on ne fait rien.
— Si B(zj,e)NA # (), on choisit un a; € B(x;,e)NA quelconque. On note I ’ensemble
des indices tels que B(x;,e) N A # (.
Pour i € I, on a alors que B(z;,¢) C B(aj,2¢). En effet, si x € B(x;,€), on a par inégalité
triangulaire, puisque a; € B(z;,¢€), que

d(z,a;) < d(z,2;) + d(zi,a;) < e +¢e < 2,

donc x € B(aj,2¢). Ainsi, par définition de I, on a

n

A= U B(z;,e)N A= UnB(a:i,e) NAC UTLB(l‘Z‘,E) C UnB(ai, 2¢).

=1 iel iel el

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a bien que A est précompact. ]

5.3.2 Espaces séparables

Définition 5.4. Un espace métrique (X,d) est dit séparable §'il est fini ou s’il admet
un sous-ensemble dénombrable et dense, i.e. une suite dense de la forme (zy,)nen-.

Donnons quelques exemples.
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Exemple 5.11. 1. (R, ds) est séparable car il admet Q comme sous-ensemble dénombrable
dense.

2. De méme, par exemple (R™, || - ||2) est séparable. En effet, Q™ est dénombrable
comme produit fini d’ensembles dénombrables, et il est dense. En effet, si x =
(x1,...2) € R", pour tout i € [|1,n|], comme z; € R, il existe ¢; € Q tel que
|z — qi] < % On pose alors ¢ = (q1,...¢») € Q™. On a donc que

lo—alf = lri—alf <> = <2
=1 1

1=

Par la caractérisation donnée & la Proposition [3.13] on en déduit que Q™ est dense
dans (R™, || - []2).

3. Dans le méme ordre d’idée, (C, |-|) et C",||-||2 sont séparables (il suffit d’appliquer
le raisonnement précédent aux parties réelles et imaginaires).

Il existe de larges classes d’espaces métriques séparables, comme le montre la propo-
sition suivante.

Proposition 5.14. Tout espace métrique précompact est séparable.

Démonstration. Si (X,d) est précompact, pour tout k € N* il existe ny € N et une
quantité finie de points :c’f, ey x,’ik € X tels que

X = QB (xk ;) . (5.9)

Posons alors
oo s k
D =U, 2 Ui = 1ngx;.

D est fini ou dénombrable comme réunion dénombrable d’ensemble finis. De plus, D est
dense. En effet, soit € > 0, il existe ky € N* suffisamment grand pour que 1/ky < €. Soit

alors z € X. Comme
leo 1
X=||B(zF = 5.10
i:LJ1 <xl 7 ko) ’ (5.10)

il existe i, tel que x € B (xfz, k%) Notamment,

d(w,xfﬁ) <—<e.
0

k

Comme z; € D, on a donc bien que D est dense dans X, ]
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5.3.3 Compacité au sens de Borel-Lebesgue (BL)

Ici, nous allons introduire une autre notion de compacité, beaucoup plus “topologique”,
au sens ou elle ne fait pas intervenir de notion de suite. Le but final est démontrer que
la compacité au sens de BL est équivalente a la compacité au sens de BW. Commencons
par la définition.

Définition 5.5. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que X est compact au sens de
BL si la propriété de Borel-Lebesgue est satisfaite : “de tout recouvrement de A par des
ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini”. Autrement dit, si X = Uz'e 1 Ui
pour une collection quelconques d’ouverts (U;);er, alors il existe n € N* et 41,...,4, € I
tels que X = {J;_, Ui,

SoitA C X. Alors, A est compact au sens de BL si la propriété de Borel-Lebesgue
est satisfaite : “de tout recouvrement de A par des ouverts, on peut extraire un sous-
recouvrement fini”. Autrement dit, si A C |J,c; U; pour une collection quelconques
d’ouverts (U;)ier, alors il existe n € N* et i1, ...,i, € I tels que A C J;_, U,

Remarque 5.2. Une remarque immédiate est que tout espace (ou toute sous-ensemble)
(X, d) compact au sens de BL est précompact. En effet, pour tout € > 0, on peut toujours
écrire que X = Uyzex B(z,¢). Les boules étant ouvertes, on a un recouvrement ouvert,
dont on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe n € N* et i1,...,i, € [ tels
que X = Jp_; B(zs,¢), ce qui est la définition de la précompacité.

Dans le but de démontrer ’équivalence entre les deux notions de compacité, nous
aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 5.15. Un espace métrique (X, d) est précompact si et seulement toute suite
de Cauchy admet une sous-suite convergente.

Démonstration. On commence par le sens direct. On suppose maintenant que (X, d) est
précompact. Soit (,)neny C X. En fixant ¢ = 1 dans la définition de précompacité, on
obtient y11,...,y1,n, € X tels que

Ny

X =JBw.1). (5.11)
i=1

I est clair qu’il existe k tel que la boule B(y; x,,1) contient une infinité d’elements de
la suite (2, )nen. On pose By = B(yi k,,1). E1 inférieur & 2. Autrement dit, il existe une
extraction (¢1(n))nen+ telle que pour tout n € N*, on ait z,, ,) € E1. Ensuite, on choisit
e = 1/2. E; étant séparable par la Proposition on obtient y21,...,y2 N, € X tels

que
No

By | By, 1/2). (5.12)
=1

Il est clair qu’il existe k tel que la boule B(yak,,1) contient une infinité d’elements de la
suite (T, (n))nen- On pose Fy = B(yak,,1/2) N E1. On a alors E» C Ey. Autrement dit,
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il existe une extraction (¢2(n))nen+ telle que pour tout n € N*, on ait ¥y, o, (n) € £2. On
répete la procédure, et par récurrence, pour tout £ € N* il existe un ensemble Fj, inclus
dans une boule de rayon 1/2* telle que pour tout j < [, on ait E; C E;, et telle que pour
tout n € N*, on ait Ty op,. 00, () € En. On utilise alors ce qu’'on appelle I'argument
diagonal de Cantor : on pose p(n) = 910 @2 ...0,(n). Alors (Zy(n))nen+ st une suite
de Cauchy. En effet, on a que pour tout n € N* et tout p € N*, en effectuant une suite
d’inégalités triangulaires, puisque Ej1 C Ey pour tout k,

" " X2 4
d(xW(n)’$@(n+p)) < Z d($@(k)>xw(k+1)) < Z ok < Z oF = on
k=n k=n k=n

La suite a droite tendant vers 0 quand n — oo, par la Proposition 4.4, on en déduit bien
que cette sous-suite est de Cauchy. Pour le sens réciproque, on raisonne par contraposée.
On suppose maintenant que (X,d) ne n’est pas précompact (i.e., qu’il existe ¢ > 0
tel que pour toute partie finie {x1,...,z,} C X il existe un élément z € X tel que
min;ep; ) (@, 2,) > €) et on trouve une suite qui n’admette aucune suite de Cauchy.
Soit 1 € X. Comme X # B(xy,¢), il existe zo € X \ B(z1,¢), donc tel que tel que
d(z2,21) > . Comme X # B(z1,e) U B(xg,¢), il existe x3 € X \ (B(z1,¢) U B(x2,¢),
donc tel que tel que d(z3,z1) > € et d(za, x2) > €.

Ainsi, par récurrence on crée une suite (zp),en+ telle que pour tout i < n, on ait
d(xn, ;) > €. On en déduit donc que pour tout i # j, on a d(x;,x;) > €. Comme cette
propriété reste vraie pour tout sous-suite de (z,)nen, on obtient aisément qu’aucune
sous-suite de (x,)nen est de Cauchy, ce qui implique qu’aucune sous-suite extraite est
est de Cauchy. Cela contredit donc I'hypothese.

O

Grace a cette propriété, on peut montrer tres facilement le premier théoréeme suivant.

Théoréme 5.16. Un espace métrique (X, d) est compact au sens de BW si et seulement
s’il est précompact et complet.

Démonstration. On commence par supposer que (X,d) compact au sens de BW. Par
la Proposition (X,d) est complet. Il reste donc & démontrer qu'il est précompact,
autrement dit que toute suite admette une sous-suite de Cauchy par la Proposition [5.15
C’est évident : (X, d) étant compact au sens de BW, toute suite admet une sous-suite
convergente, qui est donc de Cauchy par la Proposition
Inversement, supposons que (X, d) soit précompact est complet. (X, d) étant précompact,

par la Proposition tout sous-suite admet une sous-suite de Cauchy. La complétude
de (X,d) implique alors que cette sous-suite est convergente. Donc (X, d) est compact
au sens de BW. O

On est maintenant préts pour démontrer le résultat important suivant.

Théoréme 5.17. Un espace métrique est compact au sens de BW si et seulement s’il
est compact au sens de BL. On dira donc dorénavant qu’il est compact.
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Démonstration. Supposons dans un premier temps que (X, d) est compact au sens de
BL. Prenons une suite (x,)nen+ de X. Si elle prend un nombre fini de valeurs, alors
on peut en extraire une sous-suite constante et donc convergente. Supposons donc que
cette suite prenne un nombre infini de valeurs. Dans ce cas, posons A = {x, }pen+, qui
est donc de cardinal infini. Supposons que our tout z € X, il existe r, > 0 tel que
B(x,rz) N A soit de cardinal fini. On a alors clairement que X = Ugzex B(x, 1), qui est
un recouvrement de X par des ouverts. Comme X est compact, on peut en extraire un
sous-recouvrement fini : il existe n € N* et 4y,...,i, € I tels que X = (J;_; B(zs,rs,).
Notamment, A = (J;_, (B(z;,72,)NA), qui est donc fini comme réunion finie d’ensembles
finis. C’est impossible car A est supposé de cardinal infini. Donc il existe z > 0 tel que
pour tout 7 > 0, B(z,r) N A # (). En prenant r = 1/n pour n € N* et en utilisant la
définition de A ainsi qu’un raisonnement déja vu, on extrait facilement une sous-suite
(T (n) Jnen+ telle que pour tout n € N*, on ait d(x, z,(,)) < 1/¢(n). Donc x,,) — =, on
a donc bien extrait une sous-suite convergente et X est compact au sens de BW.

Inversement, supposons X compact au sens de BW. On veut montrer que X est
compact au sens de BL. Ecrivons donc X = Uicr Ui pour une collection quelconques
d’ouverts (U;)icr, et essayons d’en extraire un sous-recouvrement fini. Pour ce faire,
montrons alors la propriété suivante : il existe a > 0 tel que pour tout x € X, il existe
i € I tel que B(xz,a) C U;. En effet, par 'absurde, si ce n’était pas le cas, pour tout
a > 0, il existerait x € X tel que pour tout ¢ € I, on aurait B(x,«) ¢ U;. En prenant
a = 1/n avec n € N*, on a donc existence d'un x,, € X tel que pour tout ¢ € I, on ait
B(zyn,1/n) ¢ U;. X étant compact au sens de BW, on peut en extraire une sous-suite
convergente (T (n))nen+ vers un certain z € X. Les U; formant un recouvrement de X,
il existe ig € I tel que = € U,,. U;, étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(z,r) C;,. Or,
siy € B(zy(n),1/p(n)), on a

d(z,y) < d(x, Tpem)) + d(Zpm), y) <A@, Tpm)) + o)
Le membre de droite tendant vers 0, pour N suffisamment grand, on a donc que si y €
B(xy,(N),1/@(N)),onad(x,y) < r.Doncy € B(x,r) C Us,. Ainsi, B(xy,(N),1/¢(N)) C
Ui, , ce qui est en contradiction avec I'hypothese. Donc il existe o > 0 tel que pour tout
x € X, ilexistei € I tel que B(z, ) C U;. En appliquant la définition de la précompacité
(puisque X est compact au sens de BW, donc on peut appliquer le Théoreme , avec
£ = a, on a donc existence de n € N* et z1,...,z, € X tels que X = J}_; B, a).
Comme pour tout z;, il existe un indice i,, tel que B(z;, ) C Ui, , on en déduit que
X =Up_y Ui,,- On a donc bien extrait un sous-recouvrement fini, et X est compact au
sens de BL. O

Un corollaire important de ce théoreme est le suivant, dans le cas ou I’espace métrique
ambiant est complet.

Corollaire 5.18. Soit (X, d) un espace métrique complet et A C X une partie précompacte.
Alors, A est compacte si et seulement si A est précompacte et fermée.
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Démonstration. On sait déja que si A est compacte, alors A est précompacte et fermée
par la Remarque [5.2] et la Proposition Inversement, si A est précompact et fermée,
comme X est complet, alors A est précompact et complet par la Proposition donc
compact par le Théoreme [5.16 0

5.3.4 Compacité relative
Une notion importante et celle de compacité relative.

Définition 5.6. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A une partie de X. On dit que A
est relativement compacte si A est compacte.

Remarque 5.3. Une partie relativement compacte est incluse dans un ensemble com-
pact donc précompact ; tout sous-ensemble d’une ensemble précompact étant précompact,
toute partie relativement compacte est nécessairement précompacte. La réciproque est
en général fausse, on verra dans quel cadre elle devient vérifiée.

On dispose des caractérisations suivantes de la compacité reltive.

Proposition 5.19. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A une partie de X. On a
équivalence entre les trois propriétés suivantes.

1. A est relativement compacte.
2. A est incluse dans un compact.

3. De toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite qui converge dans
X.

Démonstration. 1 = 2 : Si A est relativement compacte, elle est incluse dans A, qui est
compact par définition.

2 = 3: Si A est incluse dans un certain compact K, soit (2, )nen+ une suite d’éléments
de A. Alors c’est aussi une suite d’éléments de K, on peut donc trouver une extraction
p et k € K tels que z,(n) — k quand n — oo. On a donc bien aussi que z,(n) — k
dans X.

3 = 1 : supposons que de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite
qui converge dans X, et montrons que A est compact. Soit (2, )nen+ une suite d’éléments
de A. On cherche & en extraire une sous-suite convergente dans A. Par définition de A,
A est dense dans A, donc pour tout n € N*| il existe a, € A tel que d(z,,a,) < 1/n.
(an)nen+ étant une suite d’éléments de A, par hypothese, on peut donc trouver une
extraction ¢ et z € X tels que ay(n) — = quand n — oco. Or (ay(n))pepn+ étant une
suite d’éléments de A, la limite ex st forcément dans A par définition de I’adhérence.
Enfin, par inégalité triangulaire,

1
¢(n)
Par théoreme d’encadrement, le membre de droite tendant vers 0 quand n — oo, on a

donc que Zym) — T € A quand n — 400, ce qui conclut la preuve de la compacité de
A. O

0< d(‘rcp(n)a .’E) < d('xzp(n)a a@(n)) + d(aga(n)a :B) < + d(acp(n)a .’E)
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Enfin, quand I'espace ambiant est complet, on a la caractérisation suivante.

Proposition 5.20. Soit (X,d) un espace métrique complet. Soit A une partie de X.
Alors A est relativement compacte si et seulement si A est précompacte.

Démonstration. On a déja vu a la Remarque [5.3| qu'un ensemble relativement compact
était précompact. Inversement, si A est précompact, alors A est aussi précompact. En

effet, soit € > 0. A étant précompact, il existe une quantité finie de points a1,...,a, € A
tels que
n
Ac|B(a,e). (5.13)
i=1

Par définiton de A, pour tout = € A, il existe a € A tel que = € B(a,¢). Par (5.13)),
il existe i € [|1,n|] tel que a € B(a;, ). Donc, grace a4 une inégalité triangulaire, on a
x € B(ai,2¢). Ainsi,

n
Ac | B(ai,20). (5.14)

i=1
e > 0 étant arbitraire, on a donc bien que A est précompact. A étant aussi fermé dans
(X,d) complet, A est aussi complet par la Proposition . Il est donc compact par le
Théoreme [5.16] ce qui dit bien par définition que A est relativement compacte. O

5.4 Compacité dans les evn et ses conséquences

Dans cette section nous étudions le concept de compacité dans les espaces vectoriels
normés. La situation est extrémement différente selon que 1’on soit dans un espace vec-
toriel de dimension finie ou infinie.

5.4.1 Parties compactes de (K* || -||.)

Dans le but de caractériser les parties compactes d’un evn général, commencons par
un cas particulier.

Théoréme 5.21. Les parties compactes de (KF,|| - ||s) sont les parties fermées et
bornées.

Démonstration. Nous ne traitons ici que le cas K = R. Le cas des evn sur C se traite de
manieére analogue en travaillant sur les parties réelles et imaginaires.

Par la Proposition il nous suffit de démontrer le sens réciproque, a savoir que
si A C RF est fermé et borné, alors A est compact. Soit donc A un fermé et borné

dans (R*,|| - ||s), inclus dans B(0, M) pour un certain M > 0. On se donne une base
(e1,...,ex) de E. Soit (a,)nen+ une suite de A. Pour tout n € N*, il existe (a),...ak) €
R tel que
_ (51 k
an = (Qy, ... ay).

Montrons que chacune des suites (af,)nen+ est bornée dans R. C’est trés simple : pour

tout i € [1, k|], puisque A C B(0, M), on a |a’,| < ||an||coc < M. Ainsi, pour i = 1, on peut
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extraire de (a))nen+ une sous-suite convergente : il existe a' € A et ¢; une extraction

1 1 o : 2
telle que gy () = @ quand n — oo. Pour ¢ = 2, on peut extraire de (aw(n))neN* une
sous-suite convergente : il existe a? € A et 9 une extraction telle que ailom (n) a’.

1
p10p2(n)
créer donc une extraction ¢ = 1 0 y...0 ¢ et des réels al,...a” tels que pour tout

i €[|1,kl], on ait afo(n) — a' quand n — co. On pose a = (a',...a*) € R*. Alors

On a toujours que a — a' quand n — oo. En raisonnant par récurrence, on

k
i i

llapm) — alleo < Z |lad,my — @[l = 0 quand n — +o0,

i=1

puisqu’on somme un nombre fini de suites tendant vers 0. Donc ay,(,) — a quand n — oo.

De plus, A étant fermé, on a bien que a € A, donc on a extrait une sous-suite convergente

dans A et A est bien compact. O

5.4.2 Equivalence des normes en dimension finie
Grace au Théoreme [5.21} on peut démontrer le résultat tres fort suivant.

Théoréme 5.22. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur
E sont équivalentes entre elles.

Démonstration. On se place dans le cas réel, le cas complexe étant similaire. On com-
mence par traiter le cas de R¥. Soit n une norme sur R*. Par transitivité de de 1’equi-
valence, il suffit de montrer que cette norme n est équivalente a || - ||oo, auquel cas il est
assez facile de voir que toutes les normes seront équivalentes entre elles . On appelle ¢; les
vecteurs de la base canonique. On commence par remarquer que pn(z) < C||z|/s pour
tout x € R¥, o C; = Yoy n(e;). En effet, par inégalité triangulaire et homogénéité on

a
n

n
n(z) =n (Z xe) < lolloe > _nles) < Cullzfl, Vo e R (5.15)
i=1 i=1

En particulier, ceci montre que Id : (R, ||+ ||oo) — (R¥, n) est une application linéaire qui
est de plus, continue car continue en 0 (on le vérifie aisément a travers la caractérisation
séquentielle, en effet si ||, — z|| — 0 l'inégalité qu’'on vient de démontrer implique que
n(z, —z) — 0).

On passe maintenant & montrer qu’il existe Co > 0 tel que n(z) > Csl|z||~ pour tout
x € R¥. L’inégalité étant trivialement vérifiée, pour = 0, on cherche donc Cy > 0 tel

que pour tout = € R*, on ait ||';(|T30 > (5. Or, pour tout 2 € R* non nul, n(z) = ||z/|con(y)
ou y = z/||z]|c est tel que ||y|| = 1. Ainsi, par homogénéité, si 'on considere
Cy:= inf n(y)>0 5.16
2= Inf n(y) =0, (5.16)
lylloo=1

on peut conclure si 'on arrive & montrer que Cy > 0. Or, 'ensemble S = {y € F |
lly]loo = 1} est compact dans (R¥, || - ||oo) comme sous-ensemble fermé de la boule unité,
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en vertu du théoreme Comme on vient de montrer que Id : (R¥, || - |lo) — (R¥,n)
est continue, on a que S est compacte dans (R¥ n). Finalement, le fait que la norme n
soit continue dans (Rk, n) nous garantit qu’elle atteint un minimum sur chaque compact,
et donc qu'il existe y, € S tel que Co = n(y,) # 0. Ici on a utilisé que 0 ¢ S. Ceci termine
la preuve dans le cas E = RF.

Revenons maintenant au cas E quelconque. Soient n; et ny On saut que E et RF
sont isomorphes. On fixe donc ¢ un tel isomorphisme (supposé donc linéaire). On vérifie
facilement que nj o et ny o sont des normes sur R¥ (puisque ¢ est linéaire et bijectif).
Donc ny o ¢ et ny o ¢ sont équivalentes sur R?, ainsi il existe C1,Cy > 0 tels que pour
tout z € R*, on ait

Cini(p(2)) < m(p(e)) < Cam(p(2)).

 étant surjective, on a donc bien que pour tout y € E,

Cini(y) < m(y) < Coana(y),
ce qui assure que n; et ng sont équivalentes. O

Par équivalence des normes, on en déduit aussi le résultat suivant (étant clair que
la notion de sous-suite convergente est invariante par normes équivalentes, la notion de
compacité est aussi invariante par changement de normes équivalentes).

Corollaire 5.23. Dans un evn , les notion de partie ouverte, fermée, bornée, compacte,
et de suite convergente est indépendante de la norme que l'on place sur cet evn .

Une partie d’'un evn de dimension finie est donc compacte si et seulement si elle est
fermée et bornée.

Ainsi, dorénavant, quand on parlera d’'un evn , on pourra s’autoriser a choisir la
norme qui nous arrange le plus, puisque cela ne change rien aux propriétés topologiques
et métriques.

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 5.24. Tout espace vectoriel de dimension finie est complet.

Démonstration. Toute suite de Cauchy étant bornée, elle est incluse dans une boule
fermée bornée donc compacte par le Théoreme de Heine-Borel. On peut donc en extraire
une sous-suite convergente, ce qui assure donc que le suite de Cauchy elle-méme est
convergente par la Proposition [£.3] O

Enfin, on en déduit aussi immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 5.25. Les parties relativement compactes (ou précompactes, puisqu’un evn
de dimension finie est complet par le corollaire précédent) d’un evn de dimension finie
sont les parties bornées.
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5.4.3 Le cas de la dimension infinie

Pour traiter le cas de la dimension infinie, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemma 5.26 (Lemme de Riesz). Soit (E,n) un evn et soit F' un sev fermé strict de E
(au sens ou F' # E. Alors, pour tout € € (0,1) il existe x € E tel que

nz)=1 e d(z,F):=infnlz—y)>1—c. (5.17)
yeF

Démonstration. Comme F' # E et que F est fermé, il existe donc v € E tel que d(v, F') >
0 (voir exercice 7?). De plus, on a

d(v, F)
1—¢

> d(v, F), (5.18)

et donc, par les propriétés de I'infimum, il existe y € F tel que

n(v —y) < dl(“_’?. (5.19)

On pose = = ”73’) On a immédiatement n(z) = 1. De plus, pour tout z € F' on a

n(v_—y
nzr—z)= n(vl—y)n(v —y—n(v—y)z) >

1—¢
d(v, F)

n(v—nv—y)y) >1—c (5.20)

Ici on a utilisé (5.19) et le fait que y + n(v — y)z € F. Le résultat suit en passant a
Iinfimum pour z € F'. O

Remarque 5.4. — Ceci n’est pas forcément vérifié si F' n’est pas fermé. Notamment
si F' est dense, on a que pour tout z € E, d(x, F) = 0 et donc le résultat devient
faux. En revanche, on vérifie facilement que si F' n’est pas fermé mais pas dense,
on peut obtenir aussi le Lemme de Riesz.

— Le résultat devient faut si ¢ < 0. En effet, 0 € F', donc pour tout z € E de norme
l,onad(x,F)<|lz—0]=1.

— Intéressons-nous maintenant au cas € = 0. On vérifie alors aisément que ce cas ne
se produit que si d(z, F') est atteinte en f =0 € F.

Théoréme 5.27. Soit (E,n) un evn . La boule unité fermé B(0,1) est compacte si et
seulement si dim E' < +o00. Il en est de méme pour la sphere S = {y € E | n(y) = 1}.

Démonstration. Comme B(0,1) et S sont bornées et fermées, elles sont compactes si
dim E < +oo0. Il nous reste donc & montrer que B(0,1) et S ne sont pas compactes si
dim F = 4o0.

A cet effet, on montrera que si dim E = 4oc il existe une suite (7n)n € S C B(0,1)
telle que n(z, — x,,) > 1/2 pour tout n # m. On fixe donc zp € S, et on considere
Fy = vec{zo} C E. On observe que Fj est fermé et que Fy # FE, car

l=dimFy <dimFE =+o0 = Fy#E. (5.21)
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Donc, par le Lemme de Riesz avec e = 1/2, il existe 1 € E '\ Fy tel que n(z1) = 1 et
d(z1, Fp) > 1/2. En particulier, 1 € S et n(xg — x1) > 1/2. On procede maintenant

par récurrence, en supposant d’avoir choisi x,...,z, € S tels que n(zy — ) > 1/2 si
k # m et k,m < n. Mais alors, le méme raisonnement que tout & I’heure avec F, 11 =
vec{xo, ..., Ty}, nous garantis qu'il existe x,+1; € B(0,1) tel que n(xp — xpy1) > 1/2

pour tout k € [0,n]. En effet, on peut appliquer & nouveau le Lemme de Riesz car F,
est fermé et
n+1=dimF, < dimE = +oo = F, # E. (5.22)

Ceci démontre I'existence de la suite souhaité, et clot la preuve. O

Remarque 5.5. En fait, par un raisonnement déja vu, on a démontré mieux : Bf(0,1)
et S(0,1) ne sont pas précompactes (et donc pas compactes). En effet, I'inégalité n(zj —
Tm) > 1/2 81 k # m et k,m < n assure qu’il n’existe pas de sous-suite de Cauchy
convergente pour (Zp)nen-

Corollaire 5.28. Soit (E,n) un evn . Soit a € E et r > 0. La boule fermée B(a,r)
est (pré)-compacte si et seulement si dimE < +oo. Il en est de méme pour la sphere
S(a,r).

Démonstration. Soit
prx e F—a+re.

¢ est clairement une fonction continue. De plus, ¢(B(0,1)) C B(a,r) et ©(S(0,1)) C
S(a,r). De plus, i lest tres facile de voir que ¢ est bijective de B(0,1) vers B(a,r) et de
S(0,1) vers S(a,r), puisque inverser la relation y = a + rz admet une unique solution
r = ¢ ' (y) = (y — a)/r, qui envoie bien B(a,r) vers B(0,1) et S(a,r) vers S(0,1).
Donc ¢~ ! est clairement continue. Donc ¢ est un homéomorphisme. Donc B(0,1) ou
S(0,1) est (pré)-compact si et seulement si B(a,r) ou S(a,r) l'est (on montrer & titre
d’exercice que 'image d’un précompact par une application uniformément continue est
précompact, en utilisant la caractérisation par les sous-suites de Cauchy). D’ou le résultat
par le théoreme de Riesz. O

5.5 Quelques applications

Les résultats suivants sont hors programme, et donnés a titre d’illustration et d’en-
trainement.
5.5.1 Fonctions non bornées a l'infini

Exemple 5.12. Soit f : R? — R une fonction telle que |f(z)| — 400 quand z — oo.
Alors f admet un minimum.

Démonstration. Considérons n’importe quel M > 0. Par hypothese sur f, il existe un
certain A > 0 tel que
||z|| > A= f(z) > M.
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Il reste & choisir intelligemment M. Prenons par exemple M > f(0). On remarque alors
que pour tout z tel que ||z|| > A, on a inf g, f(z) < f(0) < m < f(x). Ainsi, si
l|lz|| > A, on a inf g« f(z) << f(x), ce qui signifie qu'au lieu de prendre la borne
inférieure sur R? tout entier, on peut la prendre sur B¢(0,M). f étant continue sur
le compact B¢(0, M) (qui est bien un fermé borné d’un espace vectoriel de dimension
finie), on en déduit par le théoréme des bornes atteintes que f est bornée et atteint
ses bornes. Notamment, il existe donc bien g € By(0, M) tel que inf, cp,.a f(z) =
inf,ep, 0,0 f(2) = f(z0), ce qui conclut 'exemple. O

5.5.2 Théoréme des compacts emboités

Exemple 5.13. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (K,)nen+ une suite décroissante
(pour l'inclusion) de compacts non vides. Alors ﬂ:g K, est un compact non vide.

Démonstration. :{g K, est fermé un comme intersection de fermés, tout compact étant
fermé, il s’agit donc d’un fermé inclus dans le compact K7 (par décroissance), il est donc
compact. Donnons deux preuves différentes du fait qu’il soit non vide.

— Une preuve séquentielle. Chaque K,, étant non vide, il existe =, € K. (n)nen+
est une suite du compact K7 (par décroissance), on peut donc en extraire une sous-
suite convergente : il existe x € Ky et ¢ une extraction tels que x, — = quand
n — oo. Il reste & montrer que =z € :3 K,,. Pour ce faire, on remarque que
pour tout n € N* et tout p € N*, on a y,(,1p) € Kynyp) C Ky par décroissance.
Notamment, on peut faire p — oo, comme K,, est fermé, on a que = € K,,. Ceci
étant vrai pour tout n € N*, on en déduit le résultat voulu.

— Une preuve en utilisant la propriété de Borel-Lebesgue. On raisonne par I’absurde
et on suppose que (7> K,, = 0. On a donc que

—+00
X=JX\Kn
n=1
Notamment,
+o0
Kic=J X\ K,
n=1
On a donc un recouvrement du compact K7 par des ouverts (un compact est fermé,

donc le complémentaire est ouvert), on peut donc en extraire un sous-recouvrement
fini : il existe k € N* et nq,...ny tels que

k
Ky c=|JX\ Ky,
=1

Comme (K,,)nen+ est décroissante au sens de U'inclusion, (X \ K, )nen+ et croissante
au sens de l'inclusion. On pose donc J = max;c(j; x| ni- On a alors

k
UX\ K, cX\K;.
=1
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On aurait donc K7 C X \ K, ce qui est absurde puisque K1 C K et que K est
non vide.

O]

5.5.3 Suites convergentes

Nous allons démontrer la propriété suivante, qui s’avere parfois tres utile.

Exemple 5.14. Soit (X,d) un espace métrique. Soit (zj)pen+ une suite de X qui
converge vers un certain z € N*. Alors I' = {z,,} U {l} est un ensemble compact de
X.

Démonstration. 1l est possible de démontrer cette propriété a ’aide d’un raisonnement
séquentiel, mais c’est un peu pénible a rédiger et pas tres élégant. Nous allons plutot
utiliser ici la propriété de Borel-Lebesgue. On se donne donc une collection d’ouverts
(Ui)ie[ telle que I' C Uie] U;.

Comme [ € T, il existe i9 € I tel que [ € U;,. Comme Uj;, est un voisinage de [ et
que z,, — [, il existe N € N* tel que z,, € U;, des que n > N. D’autre part, pour tout
1 <n <N, il existe iy, € I tel que z,, € U;,,. On en déduit donc que

N-1
rc () U,
k=0

et on a donc bien extrait un sous-recouvrement fini.

5.5.4 Théoreme d’Ascoli-Arzéla

Nous allons donner une condition suffisante (qui s’avere d’ailleurs aussi nécessaire) de
compacité dans C([0, 1]).

Définition 5.7. Une partie F C C([0, 1]) est équicontinue si on a
Ve>0,30 >0tq. VfeF |f(x)—fly)|<esi|z—y|<d. (5.23)
Elle est uniformément bornée s'il existe M > 0 tel que ||f||coc < M pour tout f € F.

Exemple 5.15. On pose k > 0 et on considere K 1’ensemble des fonctions k-Lipschitziennes
sur [0,1] (il s’agit bien de fonctions continues). Alors cet ensemble est équicontinu : si
on se donne € > 0, il suffit de prendre § = £, on a alors que pour tout f € K, et tout
x,y € [0,1] tels que |z —y| < d, on a

[f(2) = fW)| < klz —y| <ké <e.

On va démontrer le résultat suivant (a comparer avec I’Exercice 77?).
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Théoréme 5.29 (Théoreme d’Ascoli). Une partie F C C([0,1]) uniformément bornée
et uniformément équicontinue est précompacte. En particulier, toute suite (fn)neny C F
admet une sous-suite uniformémente convergente dans C(]0,1]).

Démonstration. La deuxieme partie de I’énoncé est une consequence immédiate du Co-
rollaire [5.18 Il nous reste donc & montrer que pour tout € > 0 il existent fi,..., fx,
k € N, telles que

min_||f — fjllec <€ VfeF. (5.24)
j€[LK]

En effet, ceci montrera que F est précompact.

Fixons € > 0. Comme F est uniformément borné, il existe M > 0 tel que || f|locc < M
pour toute f € F. Par uniforme équicontinuité, il existe J tel que si |z — y| < 0 alors
|f(x) — f(y)| < € pour toute f € F.

Soient K, N € N tels que K > 2M/e et N > 1/6, et considérons I’ensemble A C
C(]0,1]) des fonctions g affines par morceaux et telles que

M

Vn € [0,N], 3k = k(n) € [-K,K] t.aq. g (%) = k.

Comme g € A est déterminé par le couples {(n,k(n)) | n € [0, N]} est évident que
A contient un nombre fini d’éléments. Donc, pour démontrer ((5.24)), il nous suffit de

montrer que

(5.25)

min || f —gllec <4  VfeF. (5.26)
geA
Fixons f € F et considérons g € A tel que
n n €
f (N) By <N)‘ <i  VneN (5.27)

On observe qu’une telle g existe, car !k‘% —k+ 1%| = M/K < €/2 pour tout k €
[ K, K]. De plus, par uniforme équicontinuité on a

n n+1 n n+1
() () <e = o () o (M) <= e
Comme g est affine entre n/N et (n+ 1)N, ceci nous dit que
n
‘g (N) — g(x)‘ < 2e. (5.29)

Finalement, pour tout = € [0, 1] si on pose n, = | Nz| on a
n n n n
- < —f(= ) —g(= —) = . .

@) —g@I < 1@ =1 (30)|+ 1/ (%) 9 () |+ lo () —9@)] . 30

Comme |z —n/N| < 1/N < § on a que
n
@ -1 (5)| < (5.31)
Par uniforme équicontinuité et ([5.29)), on obtient |f(z) — g(z)| < 4e, et donc (5.26). O

Comme application du théoréeme d’Ascoli on présent une idée de démontration du
résultat suivant, qui montre que en affaiblissant les hypotheses du théoreme de Cauchy-
Lipschitz on peut toujours prouver l’existence (mais pas I'unicité) de solutions de (EDO)).
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5.6 Exercices

Compacité séquentielle

Exercice 5.1. (*) Démontrer que dans un espace métrique, le diametre d’une partie
compacte est fini et atteint.

Exercice 5.2. (*) Soit n € N*. On considere M,,(R) muni de n’importe quelle norme.
Les ensembles de matrices suivants sont-ils compacts 7
1. Les matrices dont chacun des coeflicients sont de valeur absolue plus petite que 1.
2. GL,(R).
3. On(R).

4. Les matrices symétriques dont les valeurs propres sont dans [—1, 1].

Exercice 5.3. (**) Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soient K; et Ky deux ensembles compacts de X. Montrer que d(K1, K2) est at-
teinte.

2. Soit K un compact de X et F' un fermé de X. On suppose que K N F = (). Montrer
que d(K, F) > 0. Cette propriété reste-elle vérifiée si K est seulement fermé ?

3. On se place dans R™. On considere K un compact de R™ et F' un fermé de R".
Montrer que d(K, F') est atteinte.

Exercice 5.4. (*) Soit A C R? une partie non vide et bornée, et || - || n’importe quelle

norme sur R%. On souhaite démontrer que A est incluse dans une boule de rayon minimal.

1. Montrer que I’ensemble des r > 0 tels qu’il existe une boule fermée de rayon r
contenant A admet une borne inférieure notée rq.

2. Pour n € N*, on pose p, = rg + 1/n. Montrer que pour tout n € N* il existe
xn € A tel que A C B(xy, pn)-

3. Montrer que (z,)nen+ est bornée.

4. Conclure.

Exercice 5.5. (**) Soit (E,||-||) un evn et K C B(0,1) un compact. Montrer qu’il
existe r < 1 tel que B C Bp(0,r). On pourra regarder I'application norme.

Exercice 5.6. (**) Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, ainsi que K et L deux
compacts de E. Montrer que I’ensemble

K+L={k+llkeK,leL}
est compact.

Exercice 5.7. (**) Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, ainsi que K un compact
de FE et L un fermé de E. Montrer que I’ensemble

K+L={k+llkeK,lecL}

est fermé.
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Exercice 5.8 (Théoréme de d’Alembert-Gauss). (***) Soit P € C[X].

1. Montrer que |P| admet un minimum global en un certain zp € C. On appelle m ce
minimum.

2. On suppose que P(zy) # 0.
a) Montrer qu’il existe k € N* tel que P*)(2y) # 0. On pose kg le minimum des
k € N* tels que P*)(zg) # 0.
b) Montrer qu'il existe ¢ € C tel que c* = —P(zp)P*0)(z).

c¢) En effectuant un développement limité pour 'application ¢ — P(zp + tc), mon-
trer que pour t suffisamment petit, |P(zp + tc)| < m.

3. Conclure.
Exercice 5.9. (***) Soit (X, d) un espace métrique compact et F': X — X une appli-
cation contractante : pour tout (x,y) € X2 avec x # y, on a d(f(x), f(y)) < d(x,y).

1. Montrer que f admet un unique point fixe a. On pourra considérer x — d(z, f(x))
et montrer qu’elle admet un minimum.

2. Montrer que si K est un fermé de X stable par K, alors « € K.

3. Soit zp € X. Montrer que la suite définie par récurrence par x,+1 = f(x,) converge
vers a.

4. Ces résultats restent-ils vrais si X n’est plus compact ?
Exercice 5.10. (***) Soient (E, ||-||) un evn , C une partie compacte de E et f: C — E
t.q. f(C) C C. Montrer que :

1. si f est une isométrie (i.e.||f(x) — f(y)|| = || — y|| pour tous z,y € C), alors elle
est bijective.

2. si||f(z)— f(y)|l > ||z —y]|| pour tous z,y € C, alors elle est une isométrie bijective.

Indication : considérer les images itérées d’un point.

Exercice 5.11. (**) Soit (E, evn) et F' un sous-espace vectoriel de E.

1. On suppose que F' est de dimension finie. Montrer que F est fermé.

2. Cette propriété reste-elle vérifiée si F' n’est plus de dimension finie ? Indication :
on pourra penser & un résultat de densité vu en cours.

Précompacité et propriété de Borel-Lebesgue

Exercice 5.12. (*) Construire dans R une métrique d équivalente (au sens topologique :
qui a les mémes parties ouvertes) a la métrique usuelle pour laquelle (R, d) est un espace
précompact.

Exercice 5.13. (*) Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X — R une fonction
localement borné (c’est-a-dire tel que pour tout = € X il existent r, > 0 et M, > 0 tels
que |f(y)] < M, pour tout y € B(z,r;)). Montrer que f est bornée (c’est-a-dire qu’il
existe M > 0 tel que |f(z)| < M pour tout x € X).

90



Exercice 5.14. (**)

1. Soit A une partie de R™ et f : A — R™ une application localement lipschitzienne
(i.e. pour tout point z € A, il existe un voisinage V, de A sur lequel fiv, est
lipschtizienne). Montrer que f est lipschtizienne sur A.

2. Répondre a la question précédente en utilisant la propriété de Bolzano-Weierstrass.
On pourra raisonner par l’absurde et considérer deux suites (yp)nen+ €t (2n)nen+
telles que que pour tout n € N*, on ait

1 (wn) = £zl > nllyn — zall-

Exercice 5.15. (**) Soit (X,d) un espace métrique. Soient A et B deux ensembles
compacts de X, tels que AN B = (.

1. Soit b € B. Montrer qu’il existe deux ouverts U et V, tels que A C U, b € B et
U NV, =0. On pourra considérer a a € A fixé, deux voisinages ouverts de U, de
a et W, de b tels que U, N W, = 0.

2. Montrer qu’il existe deux ouverts U et V; tels que AC U, be Bet UNV, =0.

Exercice 5.16. (**) Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que pour tout parties
compactes A, B C X tels que AN B = (), il existe un ouvert U C X tel que A C U et
BNU = @.

Exercice 5.17. Soit (X, d) un espace métrique et (x,)nen+ une suite de X qui converge
vers € X. On rappelle qu’on a vu en cours que {x,} U {x} est compact.

1. (Application 1) Soit (Y, d') un autre espace métrique et f : X — Y une application
continue. On suppose que l'image réciproque de tout compact est un compact.
Montrer que I'image directe de tout fermé est un fermé.

2. (Application 2) Soit (Y, d’) un autre espace métrique et f : X — Y une application

injective. Montrer que f est continue si et seulement 'image de tout compact de

X par f est un compact de Y. Ce résultat reste-t-il vérifié si f n’est pas injective ?
Exercice 5.18. (***)On se place dans E = (I*°(N*,R), || - ||o0)-

1. Soit (ap)nen+ une suite de réels positifs qui tend vers 0. Montrer que K = {x =
(Zn)nen+|Vn, |z,| < a,} est compact dans E.

2. Montrer que F' = {z = (,)nen+ € El|x, — 0} n’est pas compact dans E.
Exercice 5.19. (***)On considere E = [P(N*,R, || - ||,) avec p € [1, 0o fixé.

1. Soit &, € IP(N*) une suite de réels positifs. Montrer que ensemble {(up)pen+ €
E|Vn,|up| < e,} est compact. Ce résultat reste-t-il vrai pour p = +o00?

2. On considére une partie K C E fermée, bornée, et vérifiant la propriété suivante :

Ve > 0,3N € N*|V(up)nen- € K, Y |unl’ < e.

n=>N

Montrer que K est compact.
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3. Etudier la réciproque de la propriété précédente.

Exercice 5.20. (***) On munit X = R[X] de la norme ||P|| = sup,¢p ] [P(z)| (pour-
quoi est-ce une norme 7). Trouver un ensemble précompact de X qui ne soit pas relati-
vement compact.
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6 Connexité

Le but de se chapitre est d’essayer de donner un cadre théorique pour dire qu’un
espace métrique est en “un seul morceau”.

6.1 Connexité par arcs

6.1.1 Définition et exemples

Définition 6.1. Soit (X, d) un espace métrique. Un chemin dans X est une application
continue 7 : [0, 1] — X. On dira que le chemin ~ relie les v(0) a v(1).

Par exemple, dans (R?, ds) la fonction v(t) = (cost,sint) est un chemin qui joint (1,0)
a (—1,0).

Définition 6.2. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que A C X est connezxe par
arcs si tout couple de points de A est reliée par un chemin qui reste dans A, c’est-a-dire,
pour tout a,b € X, il existe un chemin ~ tel que v(0) = a, y(1) = b, et v(t) € A pour
tout ¢t € [0,1].

Remarque 6.1. Le choix de prendre un chemin défini sur [0, 1] est arbitraire. En effet,
il est facile de démontrer qu’un ensemble est connexe par arcs si et seulement pour tout
a,b € X, il existe tp > 0 et une application continue v : [0,¢9] — X telle que v(0) = a,
v(to) = b, et y(t) € A pour tout t € [0,tp]. En effet, le sens direct est trivial (il suffit de
prendre ¢ty = 1), quant au sens réciproque, s'il existe ¢y > 0 et une application continue
v :[0,t0] — X telle que 4(0) = a, y(to) = b, et y(t) € A pour tout ¢ € [0, to], il suffit de
poser 7 : t € [0,1] — v (tot) € X. Il s’agit bien d’un chemin qui relie a et b.

On se servira de cette remarque pour éviter de “reparamétriser” apres coup des che-
mins que l'on collerait les uns a la suite des autres.

6.1.2 Ensembles convexes

Dans les evn , une classe particuliere d’ensembles connexe par arcs est celle des en-
sembles convexes.

Définition 6.3. Soit (E,n) un evn et A C E. Soient a,b € E. Le segment [a, ] est par
définition I’ensemble
[a,b] = {(1 —t)a+ tb|t € [0,1]}.

Remarque 6.2. Bien sir, le segment [a, b] est égal au segment [b, a] (il suffit de changer
tenl—t).
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Définition 6.4. Soit (E,n) un evn et A C E. On dit que A est conveze si pour tous
x,y € A, le segment [x,y] est inclus dans A, autrement dit :

Ve,y € A, Vte[0,1], ty+(1—t)z € A. (6.1)

Exemple 6.1. Soit (E,||-||) un evn , a € E et r > 0. Alors B(a,r) est convexe. En
effet, soit x,y € B(a,r) et t € [0,1]. Alors, par inégalité triangulaire,

lty+(1=t)z—al| = [[t{y—a)+(1-t)(x—a) < t|ly—al|[+(A=t)[[z—al| < tr+(1-t)r =1

Donc ty + (1 — t)x € B(a,r). On a le méme résultat pour la boule ferméeB(a, ) avec
une preuve completement similaire. Par contre, S(a,r) n’est pas convexe. Par exemple,
six € E est de norme 1, on a atar € S(a,r) mais § (a +zr)+3 (a —ar) = a & S(a,r)
puisque ||a — al| =0 # r.

Proposition 6.1. Tout ensemble convexe dans un evn est connexe par arcs.

Démonstration. Soit z,y € A. La fonction ~ : [0, 1] — X définie par y(t) =ty + (1 —t)z
est bien un chemin reliant = a y. De plus, par convexité (¢) € A pour tout ¢ € [0, 1], et
donc A est connexe par arcs. O

Finalement on caractérise les connexes par arcs dans (R, ds).

Proposition 6.2. La partie A C R est connexe par arcs dans (R, ds) si et seulement si
c’est un intervalle (si et seulement si il est convezxe).

Démonstration. 11 est trivial de remarquer que A est une intervalle si et seulement si
A est convexe. En effet, par définition, A est un intervalle si et seulement si pour tout
x,y € A,on a [z,y] C I.

Ceci implique que toute intervalle est connexe par arcs. Pour démontrer la réciproque,
on montrera que toute partie A connexe par arcs est convexe. Soit x,y € R, x # y. Il
existe donc vy : [0, 1] — R un chemin joignant z & y dans A. Or, par continuité et théoreme
des valeurs intermédiaires, ([0, 1]) = [m, M], on m < M. On a donc [m, M] C A et, car
x,y € [m, M|, aussi que [z, y] C [m, M] C A. On en déduit que nécessairement A est un
intervalle de R. O

Remarque 6.3. Dans un espace métrique quelconque (X, d), il peut exister des parties
connexes par arc et non convexes. Par exemple, dans (R?, ||-||2), on considere ’ensemble
des points en dessous du graphe de la fonction t € R — [¢] :

A={(z,y) e R’|y < |z[}.

A n’est pas convexe. En effet, si on prend a = (—=1,1) et b = (1,1), on a a,b € A par
définition. Toutefois, le milieu du segment [a, b], qui est le point (0,1), n’est pas dans A
puisque 1 > |0| = 0. Toutefois, A est connexe par arcs. En effet, si (z1,y1) et (x2,y2) sont
dans A, on crée un chemin qui reste dans A en concaténant les segments [(x1, y1), (21,0)]
avec le segment [(x1,0), (z2,0)] et [(x2,0), (z2,y2)].
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6.1.3 Connexité par arcs et continuité
On aura besoin aussi du résultat suivant.

Proposition 6.3. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Soit F : X — Y
une application continue, et soit A C X wune partie connezxe par arcs. Alors, f(A) est
connexe par arcs dans Y .

Démonstration. Soit y1,y2 € f(A). Alors il existe x1,x9 € A tels que f(z1) = y; et
f(z2) = ya. En vertu de la connexité par arcs de A il existe donc un chemin + : [0, 1] — A
qui relie 21 et x2. Posons alors ¢ = foy. On aque ¢ : [0,1] — f(A), que ¥(0) = f(z1) =
y1 et que ¥(1) = f(x2) = yo. Comme 9 est continue étant la composition de fonctions
continues, on a donc trouvé un chemin qui relie y; a yo. O

Remarque 6.4. En général, la préimage d’un ensemble connexe par arcs n’est pas
nécessairement connexe par arcs. En effet, si 'on considere la fonction f : z € (R,ds) —
2? € (R,ds), on remarque que {1} est connexe par arcs (puisque 'unique chemin possible
est celui constant & 1) alors que f~1({1}) = {-1,1}.

Cette proposition nous donne déja acces au résultat tres intéressant suivant.

Exemple 6.2. R et R? ne sont pas homéomorphes. En effet, supposons que 1’on ait
un homéomorphisme ¢ entre R? et R. On remarque alors, puisque ¢ est bijective, que
©(R2\ {0,0}) = R\ {(0,0)}. Or R?\ {(0,0)} est connexe par arcs. En effet, si z; =
(r1,y1) € R?\ {0} et zo = (w2,92) € R?\ {0}, alors, si 21 et z2 ne sont pas colinéaires,
on remarque que le segment [z1, 23] ne rencontre pas (0,0) (car sinon, il existerait un
certain ¢t €]0, 1] tel que 0 = tz; + (1 — t)z2, donc 2; et 2z seraient colinéaires). Si z1 et
zo sont colinéaires, par exemple zo = Azq, avec A # 0, si par exemple x1 # 0, on fait
un arc de cercle qui relie z; & z2. On devrait donc avoir que R\ {¢(0,0)} devrait aussi
étre connexe par arcs puisque ¢ est continue. Ceci est absurde car R\ {¢(0,0)} n’est
pas connexe par arcs.

6.2 Connexité

Dans cette partie, nous étendons la notion de connexité par arcs, introduite dans le
paragraphe précédent.

6.2.1 Définition et caractérisations équivalentes

Définition 6.5. Un espace métrique (X, d) est connexe s’il n’existe pas deux ouverts
U, Uy C X, U, Us # @, tels que Uy NUy =@ et U UU = X.
Une partie A C X est connexe si (A,d|4) est connexe.

On peux simplifier la définition ci-dessus avec la notion suivante.

Définition 6.6. Soit (X,d) un espace métrique et A C X. Une partie B C A est dite
étre un ouvert relatif de A si elle est ouverte dans (A, d|4). Autrement dit, s’il existe un
ouvert U C X tel que B=U N A. Il en est de méme pour les fermés.
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On a donc la proposition suivante. On rappelle qu’on a déja observé que X et & sont
a la fois ouverts et fermés. C’est donc immédiat que A et & sont a la fois ouverts et
fermés relatifs de A C X.

Proposition 6.4. Soit (X,d) un espace métrique. Alors, A C X est connexe si et
seulement si l'une ou l'autre des propositions suivantes est vérifice :
1. Il n’existe pas de partition de A en deux ouverts relatifs ;
1. Il n’existe pas de partition de A en deux fermés relatifs;
1i. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés relatifs de A sont A lui-méme et
l’ensemble vide.

Démonstration. Observons que A n’est pas connexe si et seulement s’il existent deux
ouverts tels que Uy, Uy C X, U1 NAUsNA# @, et AN(Uy UUz) = A. Comme U; N A
et Uy N A sont des ouverts relatifs de A, ceci montre I'équivalence de la connexité et de
la premiere proposition.

Supposons maintenant que A ne satisfait pas i. et soit {41, A2} la partition de A en
deux ouverts relatifs. Alors, A; = U; N A pour un ouvert U; C X, et donc F; = A\ A} =
(X \ Up) N A est un fermé relatif. De méme étant vrai pour F» = A\ Aa, montrons que
{F1, F>} est une partition de A. Ceci est immédiat, car A = A; U Ay et donc F; = Ag
et F5 = A;. On a donc montré que 7i. implique i.. Le méme argument (en échangeant le
role des ouverts et des fermés) peut étre utilisé pour montrer que . implique ii..

Pour completer la preuve, on observe que I’argument ci-dessus montre que 7. implique
que tout éléments de la partition en ouverts relatifs sont a la fois ouverts et fermés, ce
qui montre que 7. est équivalent a %ii.. O

Remarque 6.5. Intuitivement, on peut interpréter les connexes de la fagon suivante :
un ensemble est connexe s’il est en seul “morceau”. Par exemple, R* n’est pas connexe
(il est en deux morceaux : R et R*).

6.2.2 Connexité et continuité

La propriété suivante est I’analogue de la Proposition [6.3

Proposition 6.5. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Soit F' : X =Y
une application continue, et soit A C X wune partie connexe. Alors, f(A) est connexe
dans Y .

Démonstration. Supposons que f(A) ne soit pas connexe. Donc, ils existent V;,V, C Y
tels que ViNA, Vo NA#0, ViNVy =2 et VUV, D f(A). Par continuité, on a donc
que Uy = f~1(V1) et Uy = f~1(V4) sont ouverts & intersection non-vide avec A. C’est
immédiat de vérifier que Uy NUy = f~1(ViNVa) = @ et que U1 UUz = f~H(V1UVR) D A.
Donc, A n’est pas connexe. ]

On dispose de la caractérisation suivante de la convexité, qui est tres utile en pratique.
Dans la suite, on note D = {0,1}, que 'on munira de la distance discréte dg;se-
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Proposition 6.6. Un espace métrique (X,d) est conneze si et seulement si tout appli-
cation continue f : X — D est constante.

Démonstration. On suppose que X est connexe. Soit f : X — D. Alors f(X) est connexe.
On a soit f(X) = {0}, soit f(X) = {1}, soit f(X) = {0,1}. Or D n’est pas connexe. En
effet, toute partie pour la distance discrete étant ouverte, on a D = {0}ccup{1}, qui est
une partition de D en deux ouverts. Donc on a soit f(X) = {0}, soit f(X) = {1}, ce
qui dit bien que f est constante.

Inversement, si X n’est pas connexe, alors X = O1 U Oy avec O7 et Oy deux ouverts
disjoints. On définit alors f : x € O1 — f(z) =0et f: 2z € Oy — f(x) = 1. f
est continue puisque l'image réciproque de tout ouvert est un ouvert, mais elle est non
constante. On a donc le résultat voulu par contraposée. O

De la proposition précédente, on peut déduire les deux résultats suivants.

Proposition 6.7. Soit A une partie connexe d’un espace métrique (X,d), et B une
autre partie de X vérifiant A C B C A. Alors B est connexe.

Démonstration. On utilise la caractérisation précédente. Soit f : B — D une application
continue. Comme A est connexe, f|4 est constante. Supposons par exemple que fj4 =0
(le raisonnement est identique si fj4 = 1). Soit maintenant x¢ € B. Comme B C A, par
caractérisation topologique de la continuité, il existe un voisinage V de xp dans B tel
que dgiser (f(2), f(z0)) < 1/2 pour tout z € V. Par définition de la distance discrete, ceci
signifie que pour tout € V, on a f(x) = f(x9). Or B C A, donc par caractérisation
topologique de 'adhérence, il existe un certain 1 € V N A. Comme z; € A, on a
f(x1) = 0. Donc f est constante et B est bien connexe. O

On a donc notamment le résultat suivant.
Corollaire 6.8. L’adhérence d’une partie connexe est connexe.
On a aussi les résultats suivants sur I'union de connexes.

Proposition 6.9. Soit (C;);cr une famille quelconque de connexes d’un espace métrique
(X,d) telle qu’il existe un certain ig vérifiant : pour tout i € I, on a C;NCyy # 0. Alors
Uicr Ci est conneze.

Démonstration. Soit f : | J;c; Ci — D une application continue. Pour tout i € I, fic, ==
D est une application continue sur le connexe C;, donc elle est constante. En particulier
f est constant sur Cj,, disons qu’elle vaut 0 sur Cj,. Alors, si z € C;, N C;, on a donc
f(x) =0. f étant constante sur C;, on a f(z) = 0 sur C;, et ceci pour tout i € I et donc
[ est constante partout sur J;c; Ci. O]

Dans le cas fini ou dénombrable, on a le résultat plus fort suivant.

Proposition 6.10. Soit (C;)icr une famille finie ou dénombrable de connezxes (avec I =
0,...,p ou I =N dun espace métrique (X,d) telle qu’il existe un certain ig vérifiant :
pour tout i >0, on a C; NCi_1 # 0. Alors Uiel C; est conneze.
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Démonstration. Soit f : |J;c; Ci — D une application continue. Pour tout i € I, fic, :—
D est une application continue sur le connexe C;, donc elle est constante. Comme C; N
Ci_1 # 0, on en déduit que fici_, = fic,- Une récurrence permet alors de conclure. [

De la méme maniere que nous avons procédé pour la connexité par arcs, on peut
caractériser les connexes de (R, ds).

Proposition 6.11. La partie A C R est connezxe dans (R,ds) si et seulement si c’est
un intervalle.

Démonstration. Si A n’est pas un intervalle, il existe (a,b) € A et ¢ €]a, b] tel que ¢ & A.
Dans ce cas, A C] — oo, ¢[U]c, +00[ donc A ne peut pas étre connexe. La réciproque est
nettement plus délicate.

Traitons d’abord le cas d’un intervalle ouvert I =]a;b[. Soit f : I — D une application
continue. Si elle n’est pas constante, il existe x < y dans I tels que f(z) # f(y), par
exemple f(x) =0 et f(y) = 1. On considere alors I’ensemble

F'={zel|lz>uzVtelzz|,f(t) =0}

I" est un ensemble non vide de R puisqu’il contient x. De plus, I est majoré puisque pour
tout z € I', on a z < y. On en déduit donc que I' admet une borne supérieure finie c.
Comme f est continue et que f vaut 0 sur I', on a que f(¢) = 0. Or f est continue en c,
donc il existe ¢ > 0 tel que pour tout = € [x — e,z + €], on ait dgiser (f (), f(z0)) < 1/2.
Notamment f(z) = 0 pour tout = € [¢,¢ + €], o-donc ¢ + ¢ € T', ce qui contredit la
définition de c¢. Donc tout intervalle ouvert de R est connexe. Un intervalle quelconque
étant toujours compris entre son intérieur et son adhérence, on conclut qu’il est connexe.

O]

On en déduit immédiatement la généralisation suivante du théoreme des valeurs in-
termédiaires.

Corollaire 6.12. Soit (X,d) un espace métrique connexe et f : X — R une application
continue. Alors f(X) est un intervalle.

6.2.3 Connexité et connexité par arcs

La propriété qui suit va nous permettre de faire le lien entre les ensembles connexes
et connexes par arcs.

Proposition 6.13. Soit (X,d) un espace métriqgue et A C X une de ses parties. Si A
est connexe par arcs, alors il est connexe.

Démonstration. Soit f : A — D une application continue. Soient a,b € A. Il existe un
chemin continu 7 : [0,1] — A tel que y(0) = a et y(1) = b. Alors f o~ est continue, donc
constante car [0, 1] est connexe. Donc on a notamment que f(a) = f(7(0)) = f(v(1)) =
f(b). Ceci étant vrai pour tous a,b € A, on a bien que f est constante, et A est bien
connexe. O
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FIGURE 6.1 — La courbe du topologue [2].

On présente une démonstration alternative, basée sur la proposition [6.9]

Démonstration alternative. On se réduit au cas A = X (ce qui est toujours possible en
regardant la topologie induite), et on fixe x € X. Comme X est connexe par arcs, pour
tout y € X, il existe un chemin ~, : [0, 1] — X qui relie z et y. Donc on peut couvrir X
avec les images de ces chemins :

x = |J w(0,1)). (6.2)

yeX

Observons que ([0, 1]) est connexe par la Proposition car 7, est continue et [0, 1]
est connexe. De plus,

M(0.1)) = {a} # 2. (6.3)

Donc, X est connexe en appliquant la Proposition O

Meéme si c’est surprenant, le résultat précédent n’admet pas de réciproque en général
si I’ensemble que I'on regarde n’est pas ouvert. En effet, on va donner ici un exemple
de partie de R? connexe mais pas connexe par arcs. L’exposition et les figures de cette
partie sont prises de [2].

Exemple 6.3 (Courbe du topologue). On pose (voir Figure

G0:{<x,sini>|:ﬂ€(0,1]}, G =Gy = ({0} x [-1,1]) U Go. (6.4)

Par 'Exercice [6.1], on sait que Gy est connexe par arcs, et donc connexe. Donc G est
connexe puisque c’est 'adhérence d’une partie connexe.
Montrons que G n’est pas connexe par arcs, en montrant qui n’existe pas des chemins

continus qui relient le point pg = (0,0) & un point p; = (z1,sin ;711) avec 1 > 0. On
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FIGURE 6.2 — Représentation graphique du voisinage donné par dans le cas ou
v(to) = (0,0). Figure tirée de [2].

raisonne par ’absurde, et on suppose qu’il existe un chemin « : [0,1] — G, continu et
telle que v(0) = pg et y(1) = p1. Soit maintenant 7; : R? — R la fonction définie par
m1(x,y) = x, qui est continue, et posons

to = inf{t > 0 | 71 0 4(t) > O} (6.5)

On a donc m o y(t) = 0 si t < to. Par continuité de m oy, on a que m o y(ty) =
hmt_}tg 71 07(t) = 0 (on n’a pas forcément, par contre, y(ty) = po). Par continuité de
~, on peut donc choisir § > 0 tel que (voir Figure [6.2)

1
t€fto.to+9) = [lv(t) —v(to)l2 < 5. (6.6)
Puisque ¢y est un infimum, pour le méme 6 > 0 on trouve t; € [to,tp + J) tel que
a :=m oy(t;) > 0. Or, 'image m1 o y([to, t1]) C R est connexe et contient 0 = m; o v (to)
et a = m o y(t1). Puisque les connexes de R sont les intervalles, on a donc

[0,a] C 71 0 y([to, t1])- (6.7)

Ceci et contredisent la continuité de 7 oy. En effet, sin 1/t est en train de sortir et
rentrer du cercle rouge en Figure donné par , et donc I'image des coordonnées x
de ~y sur [tg, 1] ne peut pas étre un intervalle tout entier. Dans la suite on va formaliser
cette idée.

On rappelle que sinf = 1 si et seulement si § = (4k + 1)7/2 et sinf = —1 si et
seulement si § = (4k — 1)7/2, pour k € Z. Donc, si on pose §, = ﬁ et g = ﬁ
pour k£ € N, on a que

<§k,siné_1>:(§k,1) ot (nk,sin1>:(nk,—l). (6.8)
k Tk

Comme limy, & = limy n;, = 0, ceci prouve qu’il existe K € N tel que &, ni € [0, a] pour
k > K. En particulier, par , ils existent s1,s2 € [to, 1] tels que y(s1) = (z1,1) et
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v(s2) = (z2,—1) pour x1,z9 > 0. En particulier, ||v(s1) — v(s2)|2 > /12 — (=1)%? =
v/2 > 1. Ceci donne une contradiction, car par on a

[7(s1) = v(s2)ll2 < [[7(s1) = v(t0)[l2 + lIv(to) — ¥(s2)l]2 < 1. (6.9)
Donc, v ne peut pas étre continue, et GG n’est pas connexe par arcs.

On termine notre discours sur la connexité avec cette réciproque partiel de la Propo-
sition [6.13]

Théoréme 6.14. Soit (E,n) un evn et soit A C E une partie ouverte. Alors, A est
connexe si et seulement s’il est connexe par arcs.

Démonstration. Par la Proposition il nous suffit de démontrer que si A C FE est
ouvert et connexe alors il est connexe par arcs. A cet effet, on fixe x € A et on pose

U, = {y € A | existe un chemin (continu) dans A qui relie = a y}. (6.10)

Il est alors suffisant de montrer U, = A : en effet, une fois que 1’on sait relier un point
fixé x & tout autre point y, pour n’importe quel autre z € A, il suffit de concaténer un
chemin allant de z a x avec un chemin allant de = a y. A cet effet, on montrera que U
et V.= A\ U sont ouverts, ce qui nous donnera une partition de A en deux ouverts a
intersection vide. Comme x € U, on a que U # &, et donc la connexité de A impliquera
que V = @ ou (d’une fagon équivalente) que U = A.

Montrons que U est ouvert. Comme U C A, pour tout y € U il existe r > 0 tel que
B(y,r) C A. B(y,r) est convexe, donc connexe par arcs. Donc, tout z € B(y, ) est relié
a y par un chemin continu. Comme y € U, il existe un chemin continue reliant x a y et
donc, par concaténation, il existe aussi un chemin continu reliant x a z. Ceci montre que
B(y,r) C U et donc que U est ouvert.

Montrons maintenant que V' = A\ U est ouvert. Soit y € V, c¢’est-a-dire, supposons
qu’il n’existe pas de chemins continus reliant x & y. Comme V' C A, il existe r > 0 tel que
B(y,r) C A. Supposons, par l'absurde, que B(y,r) ¢ V. Ceci est équivalent a ’existence
de z € B(y,r) N U. Mais alors, il existe un chemin qui relie x & z et, comme B(y,r) est
connexe par arcs, il existe aussi un chemin qui relie z a y. Ceci donne un chemin qui
relie x a y, et donc montre que y € U, ce qui contredit I’hypothese y € V. Donc V est
ouvert. O

Remarque 6.6. Le théoréme précédent reste vrai si on remplace 'evn (E,n) par un
espace métrique (X,d) qui soit localement connexe par arcs, c’est-a-dire tel que

Ve € X dR >0 tel que B(x,r) est connexe par arcs pour tout r < R. (6.11)

6.3 Exercices

Connexité par arcs

Exercice 6.1. (*) Soit f : [0,1] — R une fonction continue (par rapport a ds). Montrer
que le graphe
G={{t () te0,1]} CR (6.12)
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est connexe par arcs.

Exercice 6.2. (*) Soit f : [0,1] — R. On souhaite démontrer & 'aide de la connexité
par arcs le résultat classique suivant : si f est continue et injective, alors f est strictement
monotone. Pour cela, on pose

C=A{(z,y) eR* [z >y} et Fla,y) = f(z) - fy) (6.13)
1. Démontrer que F(C') est un intervalle.
2. Conclure.

Exercice 6.3. (**) Dans un evn (E, || - ||), montrer que 'extérieur d’une boule fermée
est connexe par arcs.

Connexité

Exercice 6.4. (*)Déterminer les parties connexes de

{(z,y) e R?*lz #y} et{(z,y) € C*lz # y}.

Exercice 6.5 (Théoreme de Darboux, version topologique). (**)Soit f : R — R une
application dérivable (mais pas forcément de classe C'). Soit I un intervalle de R. En

considérant
(G Ri()

r—y

’x7y€’[7x¢y}7

montrer que f’(I) est un intervalle. On pourra utiliser le théoréme des accroissements
finis.

Exercice 6.6. (**)On pose U = {z € C||z| = 1}. On considere f : U — R une
application continue. Montrer qu’il existe deux points diamétralement opposés de U qui
ont la méme image par f.

Exercice 6.7. (**)On pose U = {z € C||z| = 1}. Montrer qu'il existe une surjection
continue de R vers U mais qu’il n’existe pas d’injection continue de U vers R.

Exercice 6.8. (**) On dit qu’un espace métrique est totalement discontinu si seulement
I’ensemble vide et les singletons sont connexes. Montrer que :

1. (X, dgiser) est totalement discontinu.

2. {0} U{1/n|n e N*}, comme partie de (R, ds), est totalement discontinu.

3. Q C R est totalement discontinu.

Exercice 6.9 (Théoréeme du passage a la douane). Soit (X, d) un espace métrique. Soit
B une partie connexe de X, et A une partie quelconque de X.

1. Montrer que E\ Fr(A) = AU (E \ A).
2. En déduire que si B intersecte A et (E \ A), alors il intersecte F'r(A).
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Exercice 6.10. Soit (X,d) un espace métrique et z,y € X. On dit qu’il existe une
e-chaine reliant x a y s’il existe * = x1,x2,...,2, = y un nombre fini de points de X
tels que d(z;, zi+1) < € pour tout ¢ € [1,n — 1]. On dit que X est bien enchainé si, pour
tout € > 0 et tous x,y € X, il existe une e-chaine reliant  a y. Pour z € X et € > 0, on
pose A(z,e) = {y € X | il existe une e-chaine reliant = a y}.

1. Démontrer que A est ouvert et fermé.
2. En déduire que si X est connexe, alors X est bien enchainé.
3. La réciproque est-elle vraie ?

4. On suppose que X est compact et bien enchainé. Démontrer que X est connexe.
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7 Applications linéaires et continuité

Dans cette partie, nous étudions ’espace des fonctions linéaires et continues entre deux
evn (E,ng) et (F,np). En particulier, on le caractérisera et on montrera que lui-méme
est un evn .

7.1 Application linéaires continues

7.1.1 Caractérisations de la continuité
Définition 7.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Une application f : E — F est
linéaire si :

i. Pour tout z,y € Eon a f(x+vy) = f(x) + f(y);

ii. Pour tout A € Ret z € Fon a f(Ax) = \f(x).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est dénoté L.(F, F)). Lorsque F
et F' sont des evn , on notera L.(E, F)) C L(E, F') 'ensemble des fonctions linéaires et
continues de E dans F.

Théoréme 7.1. Soit f € L(E, F). Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
i. feLAEF));
1. [ est continue en Og ;
iti. f est bornée sur Bg(0g,1);
iv. f est bornée sur S ={z € E | ng(x) =1};
v. Il existe k > 0 tel que np(f(z)) < kng(x) pour tout x € E ;
vi. [ est lipschitzienne.
Démonstration. On démontrera les propriétés dans I'ordre.

i. = 14¢. Par définition, car f est continue si elle est continue en tout point.
ii. = 4ii. Par continuité en 0, en choisissant ¢ = 1 dans la définition, on obtient

35 >0 t.q. nF(f($)) <1si nE(x) < 0. (7.1)

Ici, on a utilisé le fait que si f € L.(E,F)), alors f(0g) = Op. Soit & présent y €
Bg(0g,1), i.e. ng(y) < 1, et posons x = dy. Donc, ng(x) = ong(y) < J. En vertu de
(7.1)), comme y = z/§ on en déduit que

np(f(y) = np (f<;>> _ nm;(x))

< Vy S BE(OE,l). (72)

1
5

104



i4i. = 4v. Immédiat, car S C Bg(0g, 1).

w. = v. L’énoncé est vrai pour tout k > 0 si x = Op, donc on suppose x # 0g. Par
hypothese, il existe & > 0 tel que np(f(y)) < k sing(y) = 1. On pose y = x/ng(z), en
sorte que ng(y) = 1, et on obtient

f(z)

ng(z)

np(f(z) =np ( nE($)> =np(yng(z) <knp(z), Vee E#{0g}. (7.3)

v. = wi. Il suffit d’observer que pour tout z,y € E on a
np(f(z) = f(y) =np(f(z —y)) <nplz —y). O

7.1.2 L’espace vectoriel normé L .(E, F)

Le théoreme précédent nous permet d’introduire une définition de norme d’une appli-
cation linéaire continue. A cet effet, on prouve le résultat suivant.

Proposition 7.2. Soit f € L.(E, F)), une fonction linéaire et continue. Posons

n
= sp PUO) (@), M= s np(f@),
veE\{0p} ME(T) np(a)=1 +€Bg(05,1)

Ny =inf {k> 0| np(f(z)) < kng(z) Vze E}.
AlO’f’S, ‘Jtl = ‘ﬁQ = m3 = 914.

Démonstration. On remarque que tout les 0N;, 4 € [1,4], sont finis, en vertu du Théoréme
On procede en établissant des inégalités :
M <Ny : Soit x € E, x # 0. Alors y = z/ng(z) est tel que ng(y) = 1. Donc,

i), (J0)

nE(x) nE(:L‘)

=np(f(y)) < sup np(f(z) =N (7.4)

‘ﬂE(Z):l

Un passage au supremum fournit 'inégalité souhaitée.

Mo < N3 : Immédiat par définition du supremum, car {z € F | ng(z) =1} C Bg(0g, 1).
Mg < Ny : Par définition de My on a np(f(z)) < Mung(x) pour tout = € E. En
particulier, si x € Bg(0g,1), ceci donne np(f(z)) < 9. Un passage au supremum
fournit I'inégalité souhaitée.

Ny <Ny : Pour tout x € E, x #0g on a

ne(f) = A s < (S ) =it (79

Cette inégalité reste vrai aussi pour z = Og, et donc
M e{k>0|np(f(z)) <kng(x) VxeFE}. (7.6)
Ceci implique I'inégalité souhaitée, par définition de 914. O
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On en déduit notamment la caractérisation suivante des applications linéaires non
continues, qui est utile en pratique pour démontrer qu'une application linéaire n’est pas
continue.

Corollaire 7.3. Soit f € L(E,F). Alors, f n'est pas continue si et seulement s’il existe
une suite (Tp)nen< d’éléments de S(0,1) telle que || f(xy)||F — +00 quand n — co.

Démonstration. f n’est pas continue si et seulement si f n’est pas bornée sur S(0,1),
i.e si et seulement si supy, ;)= nF(f(2)) = +o0. La caractérisation séquentielle du sup
permet alors de conclure. O

Une maniere générale de démontrer qu’une application n’est pas continue est donc de
considérer une suite (z,)nen+ quelconque non nulle, de la normaliser, puis de montrer
que la suite des images tend vers +oc0.

La proposition précédente justifie la notion suivante.

Définition 7.2. Pour tout f € L.(E, F')) on pose

I£Il =9t = Ny = N3 = Ny. (7.7)
On appel || - || la norme subordonnée aux normes de E et F', ou norme triple, ou encore
norme d’opérateur.
Théoréme 7.4. L.(E, F)) est un sous-espace vectoriel de L(E,F)) et || - || est une

norme sur L.(E, F)).

Démonstration. Comme il est évident que L.(FE, F)) # &, car il contient toujours 1’ap-
plication identiquement nulle, et que A\f € L.(E,F)) si A € Ret f € L.(FE, F)), pour
que L(E, F)) soit un sev de L.(E, F')) on doit montrer seulement que f+g¢g € L.(E, F))
si f,g € L(E,F)). A cet effet on observe que

np(f(2) + g(x) < np(f(2) +nrlg(@) < (IFI+llgl) nez),  veeE.  (7.8)

En passant au supremum pour les z tels que ng(z) = 1, on obtient donc ||f + g <
II£Il + llgll- Ceci montre que [|f + g|| < +oo, et donc f+ g € LE, F).

On vient en effet de démontrer 'inégalité triangulaire de la norme triple, les autres
propriétés sur cette norme étant aisées a vérifier. ]

Attention, il se peut qu’une application linéaire soit continue pour certaines normes
mais pas pour d’autres.

Exemple 7.1. Regardons un cas ol on change la norme de départ mais pas celle d’ar-
rivée. On considére E = C°([0,1],R) et F = R. On munit E de la norme || - || et F
de la valeur absolue. On considére la forme linéaire ¢ : f € E +— f(0). Elle est continue
puisque |¢(f)| = |f(0)] < ||f||co- Par contre, si I'on considére maintenant £ muni de
[|-]]1, ¢ n’est plus continue. En effet, On peut trouver des fonctions continues de norme 1
égale & 1 qui ont une valeur en 0 arbitrairement grande. Il suffit par exemple de prendre,
pour n > 2, fp(z) = n(1—x/n) sur [0,1/n], prolongée par 0 sur [1/n, 1]. Evidemment, f,
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est dans E pour tout n € N*. Un petit calcul d’intégrale montre que |f,|1 = 1—1/(2n?),
qui converge vers 1 quand n — oo. De plus, f,(0) = n — 400 quand n — oco. Donc si

9n = fu/l|full1, on a ||gn]|1 = 1 mais |¢(gn)| = +o0.

On pourrait aussi trouver des exemples similaires dans le cas ot on change la norme
d’arrivée mais pas la norme de départ.

Théoréme 7.5. Si (F,ng) est un espace de Banach, alors (L.(E, F)), ||-||) est également
un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fn)nen C Lc(E, F)) une suite de Cauchy. Alors, pour z € E on a

np(fu(@) = fm(2)) < | fn = finllne(2). (7.9)

On déduit de cette inégalité que (f,(x))nen C F est une suite de Cauchy dans (F,np).
Par conséquent, elle est convergente et on note f(x) € F sa limite. Il faut maintenant
montrer que la suite (fy)nen converge vers la fonction f : E — F, ainsi définie, par
rapport a la norme || - || et que f € L.(E, F)).

Le fait que f soit linéaire (i.e., f € L.(E, F))) découle tout simplement en passant a
la limite dans la définition de linéarité pour f,, n € N :

VRneN, VApeR, Vo,yeE,  fu(dz+py) = Au(@) + pnfn(y). (7.10)
Montrons que ||f, — f|| = 0 pour n — +oo. Car (fy)nen est de Cauchy, on a que
Ve>0 AN eN tq. ||fo—fopll <e si n>N,peN. (7.11)
Mais alors, pour ces valeurs de n, p, pour tout x € F on a
00 (fa(@) = fatp(@)) < np (o). (7.12)

Un passage a la limite pour p — +o0, montre que np(f,(z) — f(z)) < eng(x) pour tout
r € F et n > N. Autrement dit,

Ve>0 IANeN tq |[|fn—fll<e si n>N. (7.13)

Donc, limy, 4o || fn — fl| = 0.
Pour terminer, montrons que f est bien continue. Mais on a

A< W fn = £+ A2l (7.14)

Or, le premier terme a droite est assez petit qu’'on veut, tandis que || f,|| < 400 pour
tout n € N car f,, € L.(E, F)). Ceci montre que ||f|| < +oo et donc f € L.(E,F)). O
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7.1.3 Quelques exemples de calculs de norme d’opérateur

Exemple 7.2. On considére une application linéaire f : (R™, [|-]}1) = (R", ||-|s0), f # 0,
et on se propose de calculer sa norme triple. On sait déja que a une telle application
linéaire est associé une matrice M = (m;;)ij € Mp(R) telle que f(x) = Mz. On montrera
que
17 = max jmyl. (7.15)
1,5€[1,n]

Pour tout vecteurs z € R™, en notant (f(x)); la composante i-éme de f(z), on a

|(f@)il = [(Ma)i] = > mijzs| <> majl|aj]
j=1 j=1

n
< max |my;; z;| = ||lx||l1 max |m;;|. (7.16
< ol 3 1o = el (710
Par conséquent,
T = max z))il < |z max |m;i| — < max |m;;l. 717
5@l = mas () < ol mas fmgl = S < max jmgl. (7.7

Pour montrer que I'inégalité ci-dessus est en effet une égalité on cherche donc z € R"
tel que [|Z][1 = 1 et [|f(Z)][oc = max; jeqi n] Imij|- En effet, si un tel Z existe, on a

IFF = sup [[f(@)llec = [[f(Z)lloc =  max |mi. (7.18)
||| 1 =1 i,j€[1n]
Ceci, avec (|7.17]), donne (|7.15)).
Soient g, jo € [1,7] tels que max; je[1,n) [m45| = [Mmi,jo|- En particulier, comme f # 0,
on a |mj, j,| > 0. On pose Z = (Z1,...,Zy) donné par
1 sii =g,
T = { e (7.19)
0, sinon,

On a que ||Z][; =1 et

(@il = Imigel = [1f (@)oo = masx |maol = [mio.jol- (7.20)

Par définition de (i, jo) ceci montre que || f(Z)|lcc = max; jeq ng |mijl-

Exemple 7.3. Soit g € C([0,1]). Considérons l'application ® : (C([0,1]),] - |l2) —
(€0, 1)), [ - [l) donnée par

O[fl(x) = g(x)f(x),  VfeC([0,1]). (7.21)

Est évident que ® € L£(C(]0,1]),C([0,1])). Montrons que elle est continue et calculons
sa norme triple.

108



Soit f € C([0,1]). En vertu de l'inégalité de Holder (Lemme étendue au fonctions
continue, si on pose ¢ =2 on a

H<I>[f]H1—/0!<I>[ rdx—/m 2)|da
1/2

<( /0 |g<x>|2dx)1/2 (f 1|f(:v)l2dx> — lglbollflle- (7.22)

Cela prouve donc que [|®|| < ||g||2 et, en particulier, que ® est continue.

Comme dans I'exemple précédent, pour montrer que en effet ||®|| = ||g||2, on cherche
fo € C(]0,1]) telle que || ®[fo]ll1 = llgl|l2- A cet effet, il nous suffit de poser fy = g, car on
obtient

1
1{g]lx :/0 |9(2) | dz = ||gl3. (7.23)

Exemple 7.4. On considere I'espace des polynémes R[z] avec la norme || - ||, €t on fixe
xo € R tel que |zg| < 1. Considérons 'application f : (R[], || - [|e) — (R, |-|) définie par

f(P) = P(x), VP eR[] (7.24)

On démontrera que f est continue en calculant :

IfIF=

1
< 400 7.25
T~ Jao] (7.25)
deg P

Soit P € Rz] s’écrivant sous la forme P(z) = > %, ana™. On rappelle que ||P||s =
mMaX;e[1 deg P] |an|- On a donc,

deg P

E anxy

Ceci montre que || f[| < 1/(1 — |zo|) et, en particulier, que f est continue.

On se propose maintenant de montrer . Contrairement aux deux exemples précédents,
ici on peut pas trouver[] P tel que |P(zo)| = 1/(1 — |zo|). Done, on trouvera une suite
(Pn)nen C R telle que sup,, |Pn(z0)| = 1/(1—|zo|) et || Pallcc = 1. En effet, ceci montrera
que

deg P deg P

< Z |an||zo|™ < [ Plloo Z |o[" < HPHOOZ!

— |zo|”

330‘—

1
Ifll=sup |P(zo) = sup|Pn(zo)| = ——- (7.26)
IPlloo=1 neN — |zo
Pour ce propos, on pose pour tout n € Net x € R :
n 1 si :1:’5 > 0,
=) et oh g =10 si zf =0, (7.27)

-1 si :clg < 0.

1. Réfléchir & pourquoi.
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On a donc ||P,]|ec =1 et
F(Pa) =2 enat =Y laol* > 0. (7.28)

k
On en déduit que pour tout n € N on a |f(P,)| = Y.7_o |zo/¥. Un passage & la limite
montre que sup,, |f(P,)] = 1/(1 — |zo]).

7.1.4 Le cas de la dimension finie

On montre maintenant un résultat fortement lié au Théoreme

Théoréme 7.6. On a que L(E,F)) = L(E,F)) si et seulement si dimE < +o0. Si
dim F < oo, la norme triple est atteinte en (au moins) un élément de S(0,1).

Démonstration. Supposons que dim E < 400 et considérons f € L(E, F'). Soit {e1,...,e,} C
E une base quelconque. Donc, tout « € E s’écris d’une fagon unique comme

n
T = Zwiei, (x1,...,2) € R™ (7.29)
i=1

On pose maintenant
n

) = Jal. (7.30)
i=1
On peut montrer que || - || est une norme avec une preuve analogue a celle utilisé pour
(R[] - [l)-
Ceci donne

np(f(2)) =nrp (Z ffi@) <D lailnp(e) < ||z D e (es). (7.31)

i=1 i=1
En particulier, en vertu de ce théoreme, il existe C' > 0 tel que ||z|| < Cng(z), et donc
Il < Ch, ol C1 = C max np(e;) € (0,400). (7.32)
i€[1,n]
Ceci implique que f € L.(E,F). De plus, comme |[||f[|[ = sup,eg( 1) nr(f(z)), que
5(0,1) est compact et que x € S(0,1) — ||f(z)||E est continue, elle est bornée et atteint
ses bornes, notamment elle atteint sa borne supérieure, qui est exactement |||f]]|.
Supposons maintenant que dim F = 400 et construisons f € L.(E, F')) non continue.
Dans ce cas, il existe une famille libre (e,)neny C E tel que |le,|| = 1 pour tout n € N.
On décompose donc E =V & W 0i1E|

N
V = vec{(en)nen} = {Z anen | N €N, a, € R} , (7.33)

n=1

2. On rappelle que I'espace engendré par une famille infinie F de vecteurs est obtenu en considérant
toutes les combinaisons linéaires possibles avecun nombre finie d’éléments de F. En effet, une combinaison
linéaire avec un nombre infinie de vecteurs ne peux pas étre définie sans donner un concept de convergence
de série, ce qui demande une norme.
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et W est un supplémentaire algébrique quelconque de V' dans E (éventuellement W = ).

On admet l'existence d’un supplémentaire pour n’importe quel sous-espace vectoriel d’un

espace vectoriel. On fixe aussi v € F, np(v) = 1 et on définie f € L.(E, F)) en posant

f(en) = nv pour tout n € N et fly = 0. C’est-a-dire, comme x € E se décompose en
N X

r = " ape, +xw otz € W,

Ny
f(z) = <Z nai> veF. (7.34)
n=1

On a donc,
If Il = supnp(f(en)) = supnnp(v) = supn = +oo. (7.35)
neN neN neN
Ceci implique que f n’est pas continue. O

On voit donc notamment que dans un espace de dimension infinie, il existe toujours
des applications linéaires non continues.

7.1.5 Composition d’applications linéaires continues

Proposition 7.7. Soit (G,|| - ||q) un troisiéme espace vectoriel normé. On considére
feLe(EF) etgeLe(F,G). Alors go f € L(E,G) et |llgo fII| <[llgllH[IF1]]-

Démonstration. Soit x € B(0,1). Par définition de la norme triple de g, puis de la norme
triple de £, on a |lg o f(@)llallgF@)I < gl IF@I < Mgl AN 1zl < Ml 1AL
En passant au sup sur € Bf(0,1), on a bien par le Théorémeque gof e LAF,G),
et par définition de la norme triple, on a bien |||g o f||| < |l|gll| lI|f]]- O]

Remarque 7.1. On peut avoir ||[g o f||| < |||g]||]||f]]|- Le cas le plus extréme est de se
placer dans F = F = G = R" et considérer un endomorphisme f nilpotent d’ordre 2,
par exemple représenté dans la base canonique par

0 ---0 1
0 0 0

A=1... .. ...
0 0 0

Alors, quelle que soit les normes choisies au départ sur £/, comme on est en dimension
finie, f € L.(E). De plus, ||| f]|| # 0, puisque f est non nul. Enfin, A2 = 0, donc fof =0,
donc [[[f o flI = 0 < [[|f][I*

Corollaire 7.8. Si f € L.(E,F) est continue, inversible, et que f~' € L.(F,E), alors
11> e

Démonstration. Elle est tres simple : il suffit d’écrire f o f~! = Idp, remarquer que
[||Idr||| =1 et utiliser le théoreme précédent. O
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Remarque 7.2. Attention, de maniere générale, si f € L.(E, F) et que f est inversible,
rien n’assure que f~! est continue (c’est vrai si £ et F' sont des espaces de Banach, mais
ce résultat dépasse tres largement le cadre du cours). Donnons un contre-exemple. On
considere cgy ’ensemble des suites réelles nulles a partir d’un certain rang. Il s’agit d’un
sous-espace vectoriel de {*°. On munit donc cpp de la norme || - ||oo. On considere alors
I’application

fru= (un)nen = (Un/n)nen+ € coo-

f est clairement linéaire. Elle est continue car pour tout n € N*, on a |u,/n| < |u,| donc

[|f ()]0 < ||u||oo- Elle est injective car f(u) = 0 implique que pour tout n, u,/n = 0,
donc u, = 0 donc u = 0 et Ker(f) = {0}. Est est surjective car on peut toujours
résoudre I'équation y, = u,/n par u, = ny,. Donc f est bijective et son inverse est
donné par f~1(y) = (nyn)nen+- On remarque alors que f~! n’est pas continue : si e, est
le n-itme vecteur de la base canonique, ||en||co = 1 mais [f~!(en)||eoc = 7 — +00 quand
n — o0.

7.2 L’algebre normée L .(F) et application aux matrices

7.2.1 La notion d’algebre normée

Commencons par rappeler la notion d’algebre.

Définition 7.3. Soit K un corps commutatif. Une algebre sur K est un ensemble A muni
de deux lois de composition internes + et x : A x A — A et d’une loi de composition
externe - : K x A :— A tels que :

1. (A,+,-) est un K-espace vectoriel.
2. (A, +, X) est un anneau.

3. Pour tout A\ € K et tout z,y € A,onaX-(x xy)=A-z)xy=xx(A-y) (ce
qui permet d’écrire sans ambiguité ce produit sous la forme A\ -z X y).

Remarque 7.3. — Souvent, pour la multiplication, on oubliera comme d’habitude
les - et x, sachant qu’il n’y a pas d’ambiguités possibles.
— Notamment, X est bilinéaire, au sens suivant : pour tout z,y,z,t € A et tout
A pueK, ona
(x + Ay)(z + pt) = 2z + \yz + pat + Apat.

Exemple 7.5. 1. K[X] est une algebre pour l'addition de polynémes, la multiplica-
tion de polynomes, la multiplication par un scalaire d’un polynome.

2. Si FE est un K- espace vectoriel, L(E) est une algebre pour I'addition de fonctions,
la composition de fonctions, la multiplication par un scalaire d’une fonction.

3. M, (K) est une algebre pour ’addition de matrices, la multiplication de matrices,
la multiplication par un scalaire d’une matrice.

112



Définition 7.4. Soit (A, +, x,-) une algebre sur K = R ou C et || - || une norme sur
A vu comme espace vectoriel. On dit que (A, || - ||) est une algebre normée si pour tout
a,b € A, on a l|lab|| < ||all|[b]]. On doit que (A, || -||) est une algebre de Banach si de
plus (A, || -||) est un espace de Banach.

On a alors la propriété de continuité suivante trés importante.

Proposition 7.9. Soit (A,|| - ||) est une algébre normée. Si a,, — a quand n — oo et
b, — b quand n — oo, alors apb, — ab quand n — oo.

Démonstration. On écrit
||anbn—ab|| = [[an(bn—b)+(an—a)b|| < [|an(bp—b)||+]|(an—a)bl| < [[an]| [|bn—bl|+|[b]] ||an—all.

Comme ||a, —al| — 0, ||bn, — ]| — 0 et que (ay,) est bornée, on en déduit que le membre
de droite tend vers 0, et le résultat voulu. O

Exemple 7.6. L’exemple typique qu’il faut garder en téte est le suivant : si (E,||-||)
est un evn sur K = R ou C, alors L.(F) est une algebre normée. C’est une algebre de
Banach si E est un espace de Banach, comme vu précédemment.

7.2.2 Séries dans les espaces de Banach

Définition 7.5. Soit E un evn = sur R ou C. Soit (uy)nen+ une suite d’éléments de E.
On appelle série de terme général w,, la suite (S, ),en+ définie par

n
Sn = Z Uk .
k=1

Cette série sera notée Y ug. S, est appelé la somme partielle d’ordre n. On dit que la
série Y uy converge si S, admet une limite quand n — +o0o. Dans ce cas, la limite est
notée >4 ug.

Dans le cas des evn , on a une autre notion de convergence, appelée converge absolue.

Définition 7.6. Soit (E,|| - ||) un evn sur R ou C. On dit que ) uj est absolument
convergente dans E si ) ||ug|| est convergente dans R.

Le point crucial est le suivant.

Proposition 7.10. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach. Alors toute série absolument
convergente est convergente.

Démonstration. Soit Y ug une série absolument convergente. Comme E est un espace

de Banach, pour montrer que (Sy)nen+ est une suite de Cauchy. Pour ce faire, on
n—+p

considere, pour n,p € N*, une “tranche de Cauchy” [|Sn+p — Sull = || 2201 11 ukl| <
ZZI;';H [luk|| < ZZZgH l|ug|| < Z;{;’ZH ||ug]|. On reconnait dans le terme de droite le

reste d’une série convergente, qui tend donc vers 0 quand n — +4o00. L’application de
la Proposition assure donc que (Sp)nen+ est une suite de Cauchy, ce qui conclut le
raisonnement. O

113



Remarque 7.4. — La réciproque est fausse : la série de terme général (7;)71 est
convergente grace au critere sur les séries alternées, mais n’est pas absolument
convergente car la série de terme général % diverge par critere de Riemann sur les
séries.

— (C’est une équivalence.

7.2.3 Quelques séries dans les algébres de Banach

Proposition 7.11. Soit (A, || - ||) une algébre de Banach dont I’élément unité est noté
1. Soit a € A tel que ||a|| < 1. Alors 1 —a est inversible dans A et (1—a)~! = 325 a”.

De plus,
1
11 —a) ™Y < s—77-
1 — {lall

Démonstration. La série 32 a¥ est normalement convergente. En effet, ||a*|| < ||a||* et
lla|| < 1 donc 3" ||a||* est convergente, donc 3 ||a*|| aussi. Ainsi, la série 3~ a* converge
dans L.(E, F'). On appelle S la somme de cette série et S, sa somme partielle.

Par inégalité triangulaire,

n —+o00 1
k k
1Snll <D llall® < Jlall =Tl
k=0 k=0 e

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que ||S|| < ﬁ Calculons maintenant

n n
(1-a)Sp,=S5,—aS, = Zak —ZakH =1-—a"t
k=0 k=0

Comme ||a|| < 1, on a [|a”"|| < ||a||"! qui tend vers 0 quand n — +oco. En passant &
la limite et en utilisant la continuité du produit, on a donc que (1 —a)S = 1. Un calcul
totalement analogue donne S(1 —a) = 1. Donc 1 — a est bien inversible, d’inverse S. [

On a alors immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 7.12. Soit (E,||-||) un espace de Banach. Soit f € L.(E) tel que ||| f]|| < 1.
Alors Id — f est inversible et (Id — f)~' € L.(E). De plus,

-
L=1lIf1I

Donnons un nom a ’espace des applications inversibles d’inverse continu.

[ SRR
Définition 7.7. Soit (E,-) un evn . On appelle

GL.(E) :={f € L.(E), f inversible et f~! est continu}.

On a alors la proposition suivante.
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Proposition 7.13. GL.(FE) est un ouvert de L.(E).

Démonstration. Soit f € GL.(E). On cherche r > 0 tel que B(f,r) C GL.(E) (boule
pour la norme triple). Soit g € L.(F). On écrit

f—g=fId-f"g).

On sait que f est inversible. De plus, Id — f~!g est inversible dés que |||f~1g]|| < 1.
Comume [[[f~g[[| < [[If ]| [lglll des que [|[£~ || ]llg]]] < 1, on a bien que Id— f~'g est
inversible, et donc f — g est inversible. On pose donc r = ﬁ Alors, si h € B(f,r),
alors h = f — g avec |||g||| < 7, et les calculs précédents assurent bien que h = f — g est
inversible.

O
Donnons un autre exemple de série classique dans une algebre de Banach.

Proposition 7.14. Soit (A, || -||) une algébre de Banach. Soit a € A. Alors

+
Ooak

D%

k=0

est convergente dans A. La somme de cette série est appelée l'exponentielle de a, et est
noté exp(a) ou e*. Enfin,
e?|| < ellall

Démonstration. Elle est assez similaire au cas de I'inverse. La série Z;ﬁg 97 est normale-
ment convergente. En effet, par inégalité triangulaire et propriété d’une norme d’algebre,

k al|® . P " .. - k
oo |‘ < lall qui est le terme général d'une série convergente. Ainsi, la série ) 7

B
converge dans L.(F,F). On appelle exp(a) la somme de cette série et S, sa somme
partielle.

Par inégalité triangulaire,

+
— lall* _ = llall*

k! k!
k=0 k=0

[19all <

N

En faisant tendre n vers +o0, on en déduit que ||S]| < el

Corollaire 7.15. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach. Soit f € L.(E)Alors

est convergente dans L.(F). La somme de cette série est appelée l'exponentielle de f, et
est noté exp(f) ou ef. Enfin,
el ||| < el Il
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Donnons quelques propriétés supplémentaires de ’exponentielle.

Proposition 7.16. Soit (A, || -||) une algébre de Banach. Soit a,b € A qui commutent,
au sens ot ab = ba. Alors

Démonstration. 1l faut faire un raisonnement du type “produit de Cauchy”. On pose

" a "y " (a+0b)F
A”:<Zi!> Zoﬂ' B P G k!).
j=

=0 k=0
On utilise la formule du binéme de Newton pour les éléments d’un anneau qui com-

mutent, pour obtenir

k

k . .
(a+b)k_ k 1 irk—i __ 1 ipk—i __ a' bty
a2 i) me? _Za(k et = 2

i=0 i=0 i+j=k
On a donc que
no g P .y
a' b a* b a' b
A=\ 22 G - X aa s agr
i=0 j i+j ijel
ol
I=(i,j),i,7€]0,n]]et n+1<i+7<2n.

L’inégalité triangulaire et la propriété de la norme d’algebre donne donc que

a " (lla k
A< 3 la] IbHJ _ ZZH I IIbW _Z(H”Z!HW-

i,je€Il ! i=0 j=0 ! k=0

Quand n — +oo, par propriété de 'exponentielle réelle, le membre de droite tend vers
ellallellbll — ellall+bll — 0. On a donc bien que A, — 0 et donc le résultat voulu. O

Remarque 7.5. Attention, cette formule est completement fausse si a et b ne commutent
pas. On verra un exemple en exercice.

Corollaire 7.17. Soit (A, ||-||) une algébre de Banach. Soita € A. Alors e* est inversible
et (e?)~t =e9.

Démonstration. a et —a commutent donc e%e % = ¢2~% = ¢0 = 1. De méme e %® =

1
d’ot1 le résultat voulu. O
Donnons enfin une propriété tres utile pour I’étude des exponentielles de matrices.

Proposition 7.18. Soit (A, || - ||) une algébre de Banach. Soit a € A. soit u € A
inversible. Alors
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Démonstration. Elle est tres simple : il suffit de remarquer que pour tout £ € N*, on
a, par récurrence immédiate, (v~ au)® = u~'aFu. Donc, en utilisant encore une fois la

continuité du produit,

+oo -1 k +0oo k too g
ulau __ (u (ZU) _ —1a 1 a  la
(& = —_— = U —-—ujl]=u E — Ju=Uu €eu.
k! k! k!
k

=0 k=0
O

Remarque 7.6. Comme précédemment, tous ces résultats peuvent s’interpréter facile-
ment dans Palgebre de Banach £.(E) avec E un Banach.

7.2.4 Application aux espaces de matrices

Soit K = R ou C. Une matrice de A € M,, ,(K) n’est rien d’autre que la représentation
dans les base canoniques de K" et K™ d’un endomorphisme f € L.(K™,K"), appelé
endomorphisme canoniquement associé a A par la formule f(z) = Az. Tout ce qu'on a
vu sur les normes triples et sur l'algebre £.(E) peut donc se généraliser aux espaces de
matrices, pour lequel on munit K" et K™ de normes. Donnons quelques compléments
ici.

Proposition 7.19. Soit A € M, (K) et A € o(A). Alors, quelle que soit la norme
subordonnée ||| - ||| que Uon choisit sur My (K), on a |[A| <|||A]ll.

Démonstration. C’est évident : on choisit un vecteur propre x de norme A associé a la
valeur propre. Alors |f(z)| = A <=Ma2(f) = ||| f]l]- O

Donnons des propriétés topologiques des matrices inversibles.
Proposition 7.20. GL,(K) est un ouvert dense de M,,(K).

Démonstration. Comme on travaille en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
On peut donc choisir sur M,,(R) une norme subordonées & deux normes; pour de telles
normes, on a bien que GL,(K) est ouvert par une proposition précédente.

Pour montrer que GL,(K) est dense, on peut raisonner de la maniére suivante. Soit
M € M, (R). Si M est inversible, il n’y a rien & montrer. Si M n’est pas inversible, alors
0 est valeur propre de M. On considere ’ensembles valeurs propres distinctes (sans les
répéter par multiplicité) A\; = 0,... A, de M. Soit n € N*. Alors les valeurs propres de
M+ %’”‘ sont exactement %, Ayt % Or, les \; étant non nuls pour i > 2, pour k > K,
les A\; + % sont aussi non nuls. Donc pour k > K, les valeurs propres de MM + %" sont
nécessairement non nulles, autrement dit M}, est inversible. Or il est clair que My — M
pour n’importe quelle norme, d’ou le résultat de densité voulu. O

Donnons pour finir une formule pour le déterminant de I’exponentielle.

Proposition 7.21. Si A € M,,(K), alors det(e?) = e0CeA),
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Démonstration. Comme K C C, on peut toujours voir A comme & coefficients complexes.
On peut alors la trigonaliser dans C : A = P~'TP avec T triangulaire supérieure.
Les valeurs propres sont alors les éléments de la diagonale T;; = \; ou A; sont toutes
les valeurs propres complexes répétées avec multiplicité géométrique. On rappelle que
trace(T) = >, Ai. On sait que la puissance d’une matrice triangulaire supérieure
reste triangulaire supérieure, et que les coefficients diagonaux sont les puissances des
coefficients diagonaux. Un argument de linéarité et passage a la limite assure que les
coefficients diagonaux de e’ sont les e*. Or par une formule déja vue, e = P~1eT P,
donc

det(e?) = det(e HeAz — oSihi — trace(T)
i=1

La trace étant un invariant de similitude, on a trace(T") = trace(A), d’ou le résultat

voulu.
O
7.3 Exercices
Exercice 7.1. Montrer que si f : (R",[ - [[co) = (R™,| - ||loo) est linéaire et tel que
f(z) = Mz pour M = (mj)i; € Mp(R), on a
= 7.36
A1l = gﬁﬁxﬂz | (7.36)
Exercice 7.2. Montrer que si f : (R" | - [loc) = (R", || - [1) est lindaire et tel que
f(xz) = Mz pour M = (mj)ij € Myn(R), on a
£l = max Z|mm| (7.37)

jelin] £

Exercice 7.3. Soit £ = R[X| muni de la norme || - || au sens de ’Exemple Soit
f:Pe€FEw— XP e E. Montrer que f € L.(E) et calculer |||f]||-

Exercice 7.4. Dans E = [*°(C) muni de || - ||oo, on considére I'endomorphisme

fru= (un)TLEN* = (unl - un)nEN*'
Montrer que f € L.(E) et calculer |||f]|].

Exercice 7.5. Considérons E = C°(]0, 1], R) et I'application ® : (E,, | -|1) = (E, | -]1)
définie par

- / fydt, Vo e o], (7.38)
0
Montrer que ® € L.(FE) et calculer ||®||. ||®|| est-elle atteinte ?

Exercice 7.6. Dans E = C°([0,1],R), on pose u(f) : f € E s (z — [ tf(t)dt).
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1. Montrer que u est bien définie de (E, ||-||~) vers (E,||||1), puis qu’elle est linéaire
continue et calculer sa norme triple.

2. Montrer que u est bien définie de (E, ||-||1) vers (E,||-||oc), puis qu’elle est linéaire
continue et calculer sa norme triple.

Exercice 7.7. Considérons 'espace vectoriel C*°(]0,1]) des fonctions f : [0,1] — R tels

que ;fc—nnf € C([0,1]) pour tout n € N. Montrer que pour tout norme n, ’application

linéaire D : (C*°([0,1]),n) — (C°°(]0,1]),n) définie par Df = f’ n’est pas continue.

Exercice 7.8. Soit || - || une norme sur M, (R). Montrer qu'il existe C' > 0 tel que pour
tout A, B € M, (R), on ait
1AB]| < ClIA[[ ]| BI|.

Exercice 7.9. Existe-t-il une norme sur M, (R) telle que pour tout A, B € M, (R), on
ait ||AB|| = [|Al[|B]|?

Exercice 7.10. On munit [*® := [*(N* R) de || - oo etl’ := [}(N*,R) de || - ||1. Soit
k = (kn)nen+ € 1°°. On pose

+oo
Ok U= (Up)nen € 1 — Z kn .

n=1

1. Montrer que @y, est bien définie et que ¢y, € (I')’. Calculer |||p]||-
2. Montrer que ¢ : k € 1%° > ¢ € (I') esdt une isométrie bijective.
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