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EXERCICES — ANALYSE DE FOURIER

1. Calculer les coefficients des séries de Fourier des fonctions suivantes, périodiques de période 27:
a) f(x) =z pour tout 0 < z < 27
b) g(x) = |sina|

c) h(z) = |sinz|3

2. Soit f: R — R définie par f(z) = z(m — x) sur [0, 7], prolongée par imparité et 27- périodicité.

(a) Représenter le graphe de f et déterminer son développement en série de Fourier.
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(b) En déduire les valeurs de kZ:O e et kz::l =

3. Pour toute fonction f définie sur R et 2m-périodique, on considére les coefficients de Fourier de f

e(f) = % /:f f(z)e~*® de, Vk € Z,

et on note S, f la somme partielle de rang n € N de la série de Fourier de f associée.
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a) Pour n € N*, on pose ¢, := — . En utilisant la décroissance de la fonction ¢ : 2 — 1/z2 sur
k2
k=n-+1
R*, montrer que o, < 1/n, pour tout n € N*.
(b) Dans cette question, on suppose que f est de classe C? sur R.
i. A I'aide d’intégrations par partie, établir une relation entre cx(f) et cx(f”) pour tout k € Z*.
ii. En déduire que la série Z lek(f)] est convergente.
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iii. Etablir une majoration de ||f — S, f]l := sup |f(x) — S, f(x)| en fonction de o, et de f”.
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iv. En déduire que la suite (n || f — S, f||)nen est bornée.
(c) Soit la fonction g : R — R définie sur [—, 7] par g(x) = 2 et étendue sur R par 2m-périodicite.
i. Calculer c(g) pour tout k € Z.
ii. Montrer que (S, ¢)nen converge uniformément vers g sur R.
iii. En calculant g(7) de deux facons différentes, déterminer la valeur de gp.
iv. Peut-on faire le méme raisonnement qu’en 2.(d) pour montrer que (n ||g — Sng|)nen est bornée?

4. Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elle est dans L', dans L2.
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5. On rappelle que pour n € N, on a

sinu
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Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes (n € N):
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. Montrer que les fonctions suivantes
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sont de classe L!(R) et calculer leurs transformées de Fourier.

. On note H la fonction de Heaviside definie par H(t) = 1 pour ¢t > 0 et H(t) = 0 pour ¢t < 0. Calculer les
transformées de Fourier des fonctions suivantes

H(2—|z|); H(z)e */?; H(x—3)e 3% cosa; H(1 - |z)(1 = 2|z]); H(z) snze—=,

x

. Le but de cet exercice est de calculer la transformée de Fourier de S = sinc(mu).

(a) En décomposant g(x) = sin(wx) en somme d’exponentielles et en appliquant la régle de déphasage,
calculer F(g).

(b) En appliquant la régle de dérivation, exprimer DF(S) en fonction de F(g), sans calculer F(S).

(c) Montrer qu’il existe une unique fonction h € L*(R) telle que
D(h) = 5—1/2 - 51/2,

au sens des distributions. Conclure.



