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Introduction

Qu’est-ce que I'optimisation ?

Optimiser consiste a chercher le “meilleur” élément d’un ensemble donné. Trouver la
forme la plus ergonomique pour une centrale nucléaire, une stratégie optimale de vente ou le
plus court chemin dans un réseau, sont des exemples typiques de situations ou ’on veut trou-
ver un meilleur élément. La traduction de telles problématiques en objets mathématiques,
I’étude des propriétés des solutions optimales et le calcul de ces solutions optimales forment
précisément les objectifs de 1’optimisation. C’est une discipline riche, présentant des relations
avec de nombreux autres domaines des mathématiques. Comme 1’on peut s’en douter a la lec-
ture des exemples mentionnés ci-dessus, les applications de I'optimisation sont nombreuses.
On en trouve en physique, dans la recherche des états d’énergie minimale par exemple, en
économie, ou les agents cherchent souvent a maximiser leur satisfaction, en logistique, ou
I’on souhaite minimiser la distance parcourue, dans I'industrie, etc. Voici quelques exemples
classiques, qui illustreront cette variété.

Ezemple 1.1 (Le probleme de Didon). Lorsque la princesse Didon arriva en Afrique du Nord,
les autochtones consentirent a lui céder un territoire qu’elle pourrait délimiter sur le littoral
a ’aide d’une laniére découpée dans la peau d’un beeuf. La frontiere de ce territoire serait
formée par la cote et par la laniere. Le probleme auquel elle fut donc confrontée, en supposant
qu’elle souhaitait le territoire le plus grand possible, est donc un probléme de maximisation
de la surface délimitée, sous une contrainte de longueur de laniere ¢ fixée.

Ezemple 1.2 (Le probleme de transport). Le probleme suivant est un classique de 1'opti-
misation de la logistique. On dispose d’entrepots et de magasins. Tout entrepot ¢ possede
a; unités d’un certain bien et tout magasin j a une demande b; de ce bien. En supposant
>.;ai = >_;bj, on peut satisfaire toute la demande. Connaissant le coiit ¢;; de transport
d’une unité du bien de I'entrepot ¢ au magasin j, il peut étre souhaitable de trouver un plan
de transport, précisant pour chaque magasin la quantité du bien recu de chaque entrepot, qui
soit de cotit total minimal.
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Ezemple 1.3 (La brachistochrone). On se donne un point a et un point b contenus dans un
méme plan vertical. Quelle est la courbe de ce plan telle quun point placé en a sans vitesse
initiale et soumis a son seul poids atteigne b en un minimum de temps ? Une telle courbe est
appelée brachistochrone.

Ezemple 1.4 (Le probleme du voyageur de commerce). Un camion, initialement situé dans
un dépot, doit livrer des clients situés dans des lieux différents. Toutes les distances sont sup-
posées connues. On souhaite trouver le parcours le plus court passant par tous les clients et
revenant au dépot. Tout comme le probleme de transport, c’est un classique de ’optimisation
en logistique.

Ezemple 1.5 (Le routage de données informatiques dans un réseau). On dispose d’un réseau
informatique, formé de noeuds et de liens reliant certaines paires de noeuds. On doit router
une quantité ¢ de données d’'un nceud o a un nceud d. On connait le cout de routage de toute
quantité de données, pour tout lien ¢ du réseau, colit donné sous la forme d’une fonction
réelle d’une variable réelle. On veut trouver le routage qui minimise le cout total.

C’est au cours du XXeme siecle que 'optimisation, appelée également parfois programma-
tion mathématique, a été identifiée comme discipline mathématique et a connu un développe-
ment important. La plupart des résultats présentés dans ce polycopié ont été établis entre
1900 et 1950. Des méthodes et des problemes relevant de I'optimisation ont cependant été
établis bien avant. Le probleme de la brachistochrone, par exemple, a été posé en 1696 par
Jean Bernoulli et a été tres vite résolu par Leibniz, grace a la toute nouvelle méthode du
< calcul des variations ». Le probleme de transport, di a Monge, a été formulé par ce der-
nier en 1791. La solution qu’il proposa était cependant erronée. Les outils mathématiques
nécessaires pour sa résolution complete dans la version donnée ici datent des années 1940,
et relevent essentiellement de 'optimisation linéaire.

Vocabulaire et notations

Quelques notations

L’ensemble {1,...,k} sera en général noté [k|. Le vecteur dont toutes les composantes

sont des 0 (resp. des 1, resp. des 0o) sera noté 0 (resp. 1, resp. 0o). On utilisera R pour
noter l'ensemble R U {400} et R pour noter 'ensemble R U {—o00, +00}.

Domaine d’une fonction

Dans ce cours, on considerera souvent des fonctions qui prennent des valeurs infinies.
Etant donnée une fonction f a valeur dans R, I'ensemble des points ou elle prend une
valeur finie, noté dom f, est le domaine de f. Une fonction f: R" — R est continue (resp.
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différentiable) si dom f est ouvert et si elle est continue (resp. différentiable) en tout point

de dom f.

Minimum local, minimum global

Soit f une fonction définie sur R™ et & valeur dans R et soit X une partie de R”. Un
élément x* € R™ est un minimum local de f sur X s’il existe un voisinage V' de x* dans
R™ tel que f(x*) < f(x) pour tout « € VN X. Un tel élément est un minimum global de f
sur X si f(x*) < f(x) pour tout & € X. On définit de maniere semblable mazimum local et
mazimum global, simplement en renversant le sens des inégalités.

Probleme d’optimisation

Un probléme d’optimisation consiste a se donner un ensemble X et une fonction f a
valeur dans R et définie sur X, et & chercher un élément z* € X minimisant ou maximisant
f, i.e. a chercher z* € X tel que f(z*) < f(z) pour tout x € X si 'on souhaite minimiser,
ou a chercher z* € X tel que f(z*) > f(x) pour tout z € X si 'on souhaite maximiser. Re-
marquons d’emblée que maximiser f équivaut a minimiser — f. Dans ce cours, les problemes
d’optimisation considérés seront en général présentés comme des probléemes de minimisation.

On écrit un tel probleme sous la forme

Min f(x)
s.c. xeX (P)

ol «< s.c. » signifie < sous contraintes ». On écrit < Min > avec une majuscule pour signifier
que I'on cherche I'infimum de cette fonction, sans garantie de son existence ou de sa finitude.
Pour un probleme de maximisation, on utilise « Max >.

La fonction f est la fonction objectif ou le critere du probleme d’optimisation et < x €
X > est I'ensemble des contraintes. Tout x € X est une solution réalisable. Si X est non vide,
alors (P) est réalisable. Tout * € X minimum global de f sur X est une solution optimale.
La quantité inf{f(z): © € X} est la valeur optimale du probleme (P). Si X est vide, cette
valeur est posée égale a +oo par convention. Lorsqu’on est confronté a un probleme de
maximisation, la valeur optimale est bien entendu définie en prenant le supremum a la place
de I'infimum et en prenant —oo comme valeur optimale si X est vide.

Modélisation et algorithmes

Le travail d’optimisation appliqué est souvent précédé d’un travail de modélisation, qui
consiste a écrire le probleme d’optimisation que I'on souhaite résoudre sous la forme (P).
Effectuons cet exercice sur quatre des exemples présentés ci-dessus.

Ezemple 1.1 (Le probléme de Didon). Le probléme peut se modéliser sous la forme suivante,
en se restreignant aux fonctions C! et en supposant dans un premier temps que les deux
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points du littoral reliés par la laniere sont des points fixés a et b. (Le littoral est supposé
rectiligne).
Max [7 f(t)dt
s.c. f(a)=f(b)=0

[P/T+ f2yde = ¢
f €CY(R).

En procédant ainsi, il faut justifier que, pour la solution optimale, toute perpendiculaire au
littoral intersecte la laniere en au plus un point. On peut montrer que la solution optimale
est atteinte lorsque f décrit un arc de cercle. Il est alors aisé de trouver a et b maximisant la
surface délimitée.

Exemple 1.2 (Le probleme de transport). En posant x;; la quantité de bien envoyée depuis
I’entrepot 4 vers le magasin j, on peut écrire le probléme sous la forme

Min Zi,j CijTij

s.C. Zj xij < a; Vi
2w =2 by Vi
Tij € Ry Vi, j .

Dans cette modélisation, on a supposé que le bien pouvait étre subdivisé a I'infini. Si ce n’est
pas le cas, i.e. que toutes les quantités transportées doivent mettre en jeu un nombre entier
d’unités, il faut remplacer <« x;; € Ry > par < x;; € Zy >.

La modélisation des deux derniers exemples s’appuie sur les graphes, qui sont des objets
classiques de 'optimisation combinatoire, particulierement utiles en recherche opérationnelle.
Le fait que la modélisation de ces deux exemples est correcte n’est d’ailleurs pas immeédiate
et demande une preuve, omise dans ce cours.

Ezemple 1.4 (Le probleme du voyageur de commerce). Une fagon de modéliser le probleme
est de considérer un graphe orienté dont les sommets sont formés du dépdt et des lieux ou
sont situés les clients et dont les arcs relient tou les couples de sommets distinct. On munit
ensuite les arcs de ce graphe de poids, l'arc (u,v) ayant comme poids la distance séparant u
de v. On cherche alors dans ce graphe le circuit hamiltonien de plus petit poids. (Dans un
graphe orienté, un circuit hamiltonien est un circuit qui passe par chaque sommet exactement
une fois).

Ezemple 1.5 (Le routage de données). On modélise le réseau par un graphe orienté D = (V, A)
dont les sommets sont les nceuds et donc les arcs sont les liens. On note alors ¢, (z) le cott de
routage d’une quantité de x de données sur le lien modélisé par ’arc a. Le probleme s’écrit
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alors
Min >, c4cal(a)
S.C. Za€6+(o) Tg = (
Zaeé*(v) La = Zaeéf(v) Taq VU ¢ {07 d}
Tq € Ry Ya € A.

Seuls les exemples 1.2 et 1.5 pourront étre traités par les outils du cours. Ils relevent
de l'optimisation “en dimension finie”, i.e. que I’ensemble des solutions réalisables est inclus
dans un espace vectoriel de dimension finie, contrairement aux exemples 1.1 et 1.3. Ces
derniers peuvent étre résolus avec les outils des cours d’analyse de premiere année de 'ENPC.
Enfin, I'exemple 1.4, si on veut le résoudre de maniere exacte, nécessite des outils de la
recherche opérationnelle, en particulier ’étude des polyedres. Notons aussi que les solutions
des exemples 1.1 et 1.3 peuvent étre décrites a l'aide d'une formule explicite. Cette situation
est plutot rare en optimisation, et ce n’est d’ailleurs pas le cas pour les trois autres exemples.
Une part importante de 'optimisation consiste par conséquent a élaborer des méthodes
permettant de calculer ou d’approcher les solutions optimales. Ces méthodes se présentent
en général sous la forme d’algorithmes, un algorithme pouvant étre grosso modo défini comme
une suite d’opérations élémentaires implémentables sur un ordinateur.

Objectif du cours

Le principal objectif du cours est de donner aux étudiants des outils pour étudier et, si
possible, résoudre le cas particulier du probleme (P) lorsque X est une partie de R™ décrite
par un nombre fini d’égalités et d’inégalités impliquant des fonctions différentiables. Plus
précisément, ce sont les problemes de la forme

Min f(x)
s.c. gi(x)=0 i=1,...,p (Q)
h]<m)<0 J=1....¢

ou f, les g; et les h; sont des fonctions différentiables de R™ dans ]@, qui formeront 1'objet
principal de ce cours. On verra que dans ce cas on est capable de donner une condition
nécessaire d’optimalité — le théoreme de Kuhn et Tucker — qui généralise d’ailleurs le cas
d’annulation de la dérivée pour une fonction a valeurs réelles et dérivable.

Une partie du cours sera consacrée au cas ot la fonction f et les fonctions h; sont convexes,
et les fonctions g; affines. On verra alors que cette condition nécessaire devient suffisante
et que I'on dispose d’algorithmes efficaces pour trouver les solutions optimales. Enfin, une
partie importante du cours sera consacrée au cas linéaire, i.e. au cas ou ces fonctions sont
des fonctions affines. C’est un cas qui possede des propriétés théoriques remarquables, des
algorithmes puissants et de nombreuses applications dans I'industrie.

Les exercices et ’examen ne feront pas appel aux résultats (théorémes, lemmes, proposi-
tions et corollaires) précédés d’'une astérisque x.
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Quelques résultats élémentaires d’optimisation sur R”

Dans cette section, on donne quelques résultats élémentaires d’optimisation sur R™. On
rappelle qu'un compact de R™ est une partie fermée bornée de R™.

Théoreme 1.1. Soit C un compact non vide de R™. Si f: C' — R est continue, alors

Min f(x)
sc. ¢e(C

admet au moins une solution optimale.
Une fonction f: R — R est coercive si f(x) — +o0o quand || — +oo.
Théoreme 1.2. 5i f: R" — R est continue et coercive, alors le probleme d’optimisation

Min f(x)
s.c. xeR”

admet au moins une solution optimale.

Démonstration. Comme f est coercive, il existe r € Ry tels que si ||| > r, alors f(x) > f(0). Le minimum
global de f restreinte a la boule fermée centrée en 0 et de rayon r, minimum qui existe par le théoreme 1.1,
est donc une solution optimale du probléme. O

Si f est différentiable, on peut en dire plus sur les optima locaux (et donc globaux). Le
théoreme suivant est connu sous le nom de < condition d’Euler >.

Théoréme 1.3. Soit x* un minimum local de f: R" — R. S f est différentiable en x*,
alors V f(x*) = 0.

Démonstration. Soit h € R". Puisque =* est un minimum local, on a 1 (f(z* + th) — f(z*)) > 0 pour tout ¢
strictement positif suffisamment petit, ce qui implique V f(x*) - h > 0. De méme, on a % (f(x*) = f(z* —th)) <
0 pour tout ¢ strictement positif suffisamment petit, ce qui implique V f(z*)-h < 0. Onadonc Vf(x*)-h =0
pour tout h € R™, ce qui implique le résultat. O

On note H(f) la hessienne (matrice carrée des dérivées partielles secondes) d'une fonction

f.

*Théoréme 1.4. Supposons f: R" — R deuz fois différentiable. St x* € dom f est tel que
Vf(x*) =0 et tel que H(f)(x*) soit définie positive, alors * est un minimum local.

Démonstration. Ecrivons un développement de Taylor a ’ordre 2 en «* :
1
fla* +h) = fla*) + ShTH@ )+ of 1),
Il existe a > 0 tel que h” H(x*)h > a||h||? pour tout h € R™. Choisissons 7 > 0 tel que le terme o(||h?|)

soit plus grand que —a||h?|| deés que ||k|| < 7. En utilisant le développement de Taylor ci-dessus, on obtient
donc f(x* 4+ h) > f(x*) deés que ||h|| < 1. Le point * est donc bien un minimum local. O
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Optimisation sous contraintes

Quelques résultats généraux
On s’intéresse dans cette section a la formulation tres générale

Min f(x)
s.c. ©x€e€ X, (P)

ou f est une fonction de R a valeurs dans R ou dans I@, et X une partie de R".

Théoreme 2.1. 5i f: R" — R est continue et coercive et si X N dom f est un fermé non
vide de R™, alors le probléme d’optimisation (P) admet au moins une solution optimale.

La preuve est quasiment identique a celle du théoreme 1.2, qui en est un cas particulier.

Démonstration du théoréme 2.1. Choisissons arbitrairement xy dans X Ndom f. Il suffit alors de considérer
la restriction de f a l'intersection de X Ndom f avec la boule fermée centrée en 0 et de rayon r, ou r est tel
que si ||z|| = r alors f(x) > f(x0), et d’appliquer le théoreme 1.1. O

Le vecteur d € R" est une direction admissible en x € X s'il existe une suite (z), de
réels tendant vers 0 par valeurs strictement positives et une suite (d*), de vecteurs de R”
tendant vers d tels que & + t,d” € X pour tout k. On note D(x) I'ensemble des directions
admissibles en . Cet ensemble est appelé cone tangent de X en x.

*Lemme 2.2. L’ensemble D(x) des directions admissibles en x est toujours fermé.

Démonstration. Soit (dk);C une suite de directions admissibles en & convergeant vers un vecteur d. Par
~k ~k , ~k
définition, pour tout , il existe d et t;, satisfaisant ||d — d”|| < 1/k et t;, < 1/k tels que ¢ +txd € X. On

~k
a donc limg_, 400 d = d, ce qui permet de conclure. O

Le théoreme suivant, connu parfois sous le nom de < condition d’Euler-Lagrange >,
généralise le théoreme 1.3.

Théoreme 2.3. Soit f: R" — R. Soit &* un minimum local de f sur X et soit d une
direction admissible en x*. Si f est différentiable en x*, alors on a V f(x*) -d > 0.
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Démonstration. Soit donc d une direction admissible en *, minimum local de f sur X. Soit d" et ¢y les
suites assurées par la définition de direction admissible.
Soit & > 0. En écrivant f(x* + tpd”) = f(x*) + t, Vf(z*) - d* + o(||trd"|), on obtient I'inégalité

= (7@ + ) — @) < V(@) - d el
k

pour k suffisamment grand. Le fait que £* est un minimum local implique que, pour k suffisamment grand,
on a0 < Vf(x*)-d* +el|d¥|, et donc que Vf(z*)-d > —&||d|. Comme cette inégalité est vraie pour tout
€ > 0, on obtient I'inégalité souhaitée. O

Théoreme de Kuhn et Tucker

Enoncé et preuve

On s’intéresse maintenant au probleme

Min f(x)
sc. gi(x)=0 i=1,...,p (Q)

ou f, les g; et les h; sont des fonctions de R" dans R. C’est donc le probleme (P) avec
X={xzeR": g(x)=0,i€p et hj(x)<0,;jeElq}

Les contraintes de la forme g;(x) = 0 sont les contraintes d’égalité et celles de la forme
h;(x) < 0 sont les contraintes d’inégalité. Nous allons nous restreindre au cas ou f, les g; et
les h; sont différentiables.

Soit & un point de X. On définit

J(x) = {j € la]: hj(z) =0},
ensemble des contraintes d’inégalité actives, et
D'(x)={deR": Vg(x)-d=0,i€[p] et Vhi(xz)-d<0,je J(z)}.

L’ensemble D'(x) est appelé cone linéarisant de X en x. Toute direction admissible en x
est dans D'(x), i.e. D(x) C D'(x), comme cela peut étre aisément vérifié en s’inspirant de la
preuve du théoreme 2.3. En revanche, l'inverse n’est pas nécessairement vrai. Les contraintes
de (Q) sont qualifiées en @ sil'on a D(x) = D'(x), c’est-a-dire si 'on a égalité entre les cones
tangent et linéarisant de X en .

Le théoréeme de Kuhn et Tucker, établi en 1951 [8], donne une condition nécessaire d’op-
timalité d’une solution réalisable du probleme (Q). Cette condition est appelée condition de
Kuhn—Tucker, ou condition de Karush—Kuhn—Tucker, ou encore condition KK'T. Le nom de
Karush est parfois ajouté car cette condition est déja présente dans un mémoire de master
écrit par ce dernier en 1939, ce qu’ignoraient Kuhn et Tucker.
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Théoréme 2.4 (Théoreme de Kuhn et Tucker). Supposons f, les g; et les h; différentiables.
Soit x* € X Ndom f une solution réalisable du probleme (Q) en laquelle les contraintes sont
qualifiées. Si x* est un minimum local de f sur X, alors il existe p réels \; et q réels positifs
ou nuls p; vérifiant

p q
i=1 j=1

Les réels A; et p; sont des multiplicateurs de Lagrange associés a x*. Ils ne sont pas
nécessairement uniques.

Démonstration du théoréme 2.4. Soit * € dom f minimum local de f sur X. Définissons la matrice A
suivante :

A= (Vo (@) iepy (=T 9@ ey (Thi(@)) sy ) -

D’apres le théoréme 2.3, on a V f(z*) - d > 0 pour toute direction admissible d en &*. Comme les contraintes
sont qualifiées, cela signifie que V f(z*)-d > 0 pour tout d € R™ tel que dT A < 0. En appliquant le lemme
de Farkas (lemme 5.2, voir Chapitre 5), c’est équivalent & I’existence de deux vecteurs A" et A” dans Rﬂ et

A/
—A ( b ) = V().
/1'/

Wy pour j € J(z*)
0 sinon,

d’un vecteur p’ dans R;j_(w*) tels que

En posant A; = X, — A/ pour i € [p] et

Ky =

on obtient le résultat. O

Quand il n'y a pas de contrainte d’inégalités, le théoreme de Kuhn et Tucker est plus
aisé a prouver et le lemme de Farkas peut étre remplacé par un argument d’algebre linéaire
élémentaire. En effet, “Vf(x*)-d > 0 pour tout d € R™ tel que d’ A < 07 devient alors
“Vf(x*)-d > 0 pour tout d € R" tel que Vg;(x*)-d = 0 pour tout i”, ce qui se réécrit
“Vf(x*) -d =0 pour tout d € R" tel que Vg;(x*)-d = 0 pour tout :”, qui est équivalent a

2

“V f(x*) appartient au sous-espace vectoriel engendré par les Vg;(x*)”.

Ezemple 2.1. La figure 2.1 illustre le cas ou n =2, p =0 et ¢ = 3 (on est en dimension deux
et il n’y a que des contraintes d’inégalité, au nombre de trois).
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hl(X) =0

—Vha(x*)

ha(x) =0

FIGURE 2.1 — Illustration de la condition KKT dans un cas particulier.

Supposons que le * de la figure soit un minimum local de f. Le corollaire 2.8 de la section
suivante assure que les contraintes sont qualifiées en x* : la troisieme contrainte n’est pas
active et les vecteurs Vhy(ax*) et Vha(x*) sont linéairement indépendants. Le théoreme 2.4
assure alors que V f(x*) est dans le cone engendré par —Vh;(x*) et par —Vha(x*).

Cela peut se comprendre sur le dessin sans invoquer le théoréme 2.4 (ou le lemme de Farkas
sur lequel il s’appuie). En effet, tout déplacement infinitésimal depuis * dans une direction
d telle que Vhi(x*)-d < 0 et Vha(x*) - d < 0 fournit une solution réalisable (avec les notions
du cours, on a D'(x*) = D(x*), i.e. on a qualification des contraintes en x*). Comme x* est
un minimum local, on veut donc que pour une telle direction d, on ait V f(x*)-d > 0 (avec
les notions du cours, c¢’est le théoreme 2.3). Montrer qu’alors nécessairement la décomposition
de Vf(x*) sur la base {Vhi(x*), Vho(x*)} implique des coefficients négatifs est un exercice
aisé de géométrie du plan.

Ezemple 2.2. Regardons comment le théoreme 2.4 permet de résoudre le probleme d’optimi-
sation

Min 22 — g2
sc. x+y=4
<6

y<T.

Remarquons d’abord que ’ensemble des solutions réalisables forme un ensemble compact. En
effet, cet ensemble est fermé et 'on a = € [—3,6] et y € [—2,7]. Il existe donc une solution
optimale (z*,y*). D’apreés le théoreme de Kuhn et Tucker (que l'on peut appliquer ici car
les contraintes sont qualifiées partout, comme on le verra a la section suivante a l'aide de la
proposition 2.5), il existe p1, o, u3 € Ry tels que

22" — py +po = =2y — 1 +p3 =0

et tels que
pi(d =z —y") = po(z" = 6) = ps(y* — 7) = 0.

10
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Supposons dans un premier temps g1 = 0. Dans ce cas, on ne peut avoir ue # 0, car sinon, on
aurait £* = 6 et uo = —2z* < 0. On a donc ue = 0, et par conséquent x* = 0. Les équations
—2y* + u3 =0 et u3(y* — 7) = 0 implique que y* =0 ou y* = 7.

Supposons maintenant que 1 > 0. On a alors z*+y* =4 et 2" — 1 +ps = —2y* —p1+us
donne p3 — pe = 8. On ne peut avoir puz = 0 car sinon po serait strictement négatif. On a
donc pz > 0, qui implique «* = —3, et donc y* = 7.

On compare alors la valeur prise par la fonction objectif par les trois solutions possibles
(0,0), (0,7) et (—3,—7). La solution optimale du probleme est donc (0, 7).

Ezemple 2.3. Regardons comment le théoreme 2.4 permet de résoudre le probleme d’optimi-
sation

Min 23 + 43

sc. x24+y?=1.
L’ensemble des solutions réalisables forme un ensemble compact. Il existe donc une solution
optimale (z*,y*). D’apres le théoreme de Kuhn et Tucker (que l'on peut appliquer ici car
les contraintes sont qualifiées partout, comme on le verra a la section suivante a l'aide de la
proposition 2.7), il existe A € R tel que

32*2 + 2z = 3y*? + 2 y* = 0.
On a donc z*, y* € {0, —2A}. Comme (z*, y*) est une solution réalisable et doit donc satisfaire
2*2 +y*2 =1, il y a six solutions possibles : (0,+1), (£1,0) et :t\/g(l, 1). On compare alors
la valeur prise par la fonction objectif pour ces six solutions possibles, et ’on trouve qu’il y
a deux solutions optimales : (—1,0) et (0, —1).
Si a la place du “Min”, on avait “Max”, la solution optimale serait \/g (1,1) : le raison-

nement ne change pas.

Ezxemple 2.4. Le probleme d’optimisation suivant montre que lorsque les contraintes ne sont
pas qualifiées, la condition de Kuhn-Tucker n’est pas nécessairement satisfaite en la solution
optimale.

Min =z

sc. 13>0.
La solution optimale de ce probleme est clairement z* = 0. Si la contrainte était qualifiée en 0,
la condition de Kuhn—Tucker serait vérifiée en 0, mais elle s’écrirait alors 1 = 0. La contrainte
n’est donc pas qualifiée en 0, et on a bien pour ce probleme D(0) = Ry et D'(0) = R.

2.2.2 Quelques conditions suffisantes de qualification

Le théoreme de Kuhn et Tucker (théoreme 2.4) requiert que les contraintes soient qua-
lifiées au point ou l'on souhaite 'appliquer. Il peut étre difficile de le vérifier directement.
Nous donnons ci-apres des conditions suffisantes, en général aisément vérifiables, qui assurent
que les contraintes sont qualifiées en un point ou sur tout X.
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Proposition 2.5. Supposons les g; et h; affines. Alors les contraintes de (Q) sont qualifiées
en tout point de X.

Démonstration. Soit € X et soit d € D'(x). Montrons que d est admissible. Notons que l'on a clairement
gi(x + td) = 0 pour tout ¢ € R. La difficulté vient donc du coté des contraintes d’inégalités. Ecrivons h; ()
sous la forme a; - + b; et définissons K comme étant I’ensemble des indices j tels que a;-d > 0. Comme
d est dans D'(x), on a a;-d < 0 si aj -« + b; = 0. Par conséquent, tout j dans K vérifie a; -« + b; < 0.
Il existe donc € > 0 tel que a;- (¢ + td) + b; < 0 pour tout t € [0,¢] et tout j € [g], ce qui signifie que
x +td € X pour tout t € [0,¢]. Le vecteur d est donc admissible. O

Dans la proposition suivante, on utilise des notions de convexité, voir Chapitre 3 et plus
particulierement la Section 3.2 pour les définitions.

*Proposition 2.6 (Condition de Slater). Supposons les g; affines et les h; convezes et
différentiables. S’il existe y € X tel que hij(y) < 0 pour tout j € [q], alors les contraintes
de (Q) sont qualifiées en tout point de X.

Démonstration. Prenons donc un y € X tel que h;(y) < 0 pour tout j € [g]. Soit € X et soit d € D'(x).
Nous allons montrer que d est une direction admissible, en prouvant qu’il est limite de directions admissibles.
Comme D(x) est fermé (lemme 2.2), cela permettra de conclure.

Considérons une suite (azk)kez+ de points sur le segment [y, 2], oit z = = +d telle que limy,_, 1o, " = 2
et définissons d” = ¥ — x. Nous allons montrer que d* est admissible & partir d’un certain rang, ce qui
prouvera que d est dans 'adhérence des directions admissibles, puisque limy_, 4 o d* =d.

Soit j € J(x). Supposons que j soit tel que Vh;(x)-d = 0. On a alors Vh;(x)-d* < 0. En effet, on a
Vhj(z)-d* = Vhj(zx)- (" — 2 + z — &) = Vhj(z) - (2" - 2).

Notons que Vh;(z)- (" — 2z) a le méme signe que Vh;(z) (y — ), qui est strictement négatif d’apres
les hypotheses et la convexité de h; (on utilise ici la proposition 3.3). Donc Vh;(x) -d* < 0. Supposons
maintenant que j soit tel que Vh;(x)-d < 0. Il existe un rang & partir duquel on a toujours Vh;(x) - d" <0
car (d¥) converge vers d.

Par conséquent, pour k suffisamment grand, on a Vh;(z)-d* < 0 pour tout j € J(z). En utilisant le
caractere affine des g;, on montre aisément que 'on a Vg; () - d" =0 pour tout k. Cela implique que lorsque
k est suffisamment grand, on a x + td" e X pour tout ¢ dans un voisinage de 0. Donc les d" sont dans D(x)
a partir d’'un certain rang. O

Pour les résultats suivants, on rappelle que 'ensemble vide est toujours linéairement
indépendant. La condition de Mangasarian—Fromovitz s’applique donc également au cas
particulier ou il n’y a pas de contraintes d’égalité.

*Proposition 2.7 (Condition de Mangasarian-Fromovitz). Supposons les g; et les h; contindment
différentiables et soit ** € X. Supposons la collection {Vg;(x*) : i =1,...,p} linéairement
indépendante. S’il existe d tel que Vg;(x*) -d = 0 pour tout i € [p] et Vhj(x*)-d < 0 pour
tout j € J(x*), alors les contraintes de (Q) sont qualifiées en x*.
Démonstration. Prenons d € D'(x*). Nous allons montrer que d est une direction admissible.

Soit 7 > 0. Définissons G;(y,t) = gi(x* + t(d + nd) + BTy), ot B est le jacobien de g: = +
(g1(x),...,gp(x)) en =*, et considérons I'application

G: RrFfl — RP
(y7t) — (Gl(y7t)7"'va(y7t)) .
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On a G(0,0) = 0 et le jacobien de y — G(y,0), qui n’est rien d’autre que BBT, est inversible d’apres les
hypotheses. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe donc un réel strictement positif g et une

fonction contintiment différentiable y: | — €9, g9[— R? telle que 'on a y(0) = 0 et y’(0) = 0, et telle que
G(y(t),t) = 0 pour tout ¢ €] — e¢, ¢[. Posons maintenant
d(t) = d+nd - s¥t:0
d+nd+ ;B y(t) sinon.

Les propriétés de y assurent que d est continue en 0. D’autre part, 'application t + h;(z* + td(t)) est
contintiment différentiable pour ¢ €] — &g, £o[. On a donc h;(z* +td(t)) < 0 pour tout j ¢ J(x*) et pour tout
t dans un voisinage | —1,¢1[ de 0, avec 0 < &1 < g9. Pour j € J(z*), on a par hypotheses Lh,(x* +td(t))
qui est strictement négatif quand ¢ = 0 et donc on a hj(x* + td(t)) < 0 pour tout j € J(x*) et pour tout
t € [0, &3], pour un certain €5 > 0. Enfin, on a g;(x* + td(t)) = 0 pour tout t €] — &g, £o[ par définition de d.
Par conséquent, en posant ¢ = min(ey,&9), le point &* + td(t) est réalisable pour tout ¢ € [0, ¢].

Le vecteur d+ncAl est donc une direction admissible pour tout 7 > 0. Comme ’ensemble D(x*) est fermé
(lemme 2.2), d est également une direction admissible et les contraintes sont qualifiées en x*. O

La proposition précédente a le corollaire suivant.

Corollaire 2.8. Supposons les g; et les h; continiment différentiables et soit ** € X. Si la
collection {Vg;(x*) : i € [p|} U{Vh;(x*): j € J(x*)} est linéairement indépendante, alors
les contraintes de (Q) sont qualifiées en x*.

Démonstration. Considérons la matrice A = ((Vgi(2*))icp), (Vhj(x*))jes(@))- Les lignes de AT sont

linéairement indépendantes par hypotheses. Il existe donc d € R™ tel que

TA_ —]_
va- ().

Ce vecteur d satisfait la condition de la proposition 2.7. O

Lagrangien et dualité

Au probleme d’optimisation (Q), on associe le lagrangien
p q o
L:(x, A pn) € R" xR xRL — f(x) + Z)\igi(w) + Zujhj(a:) eR.
i=1 Jj=1

Noter que l'on a

sup Lz, A, p) (2.1)

q
(Asp)ERP XRY

+oo six ¢ X
flx) sixe X,

ou l'on travaille toujours avec
X={xeR": g(x)=0,i€p et hj(x)<0,jelq}
Par conséquent la valeur optimale du probleme (Q) est égale a

inf sup Lz, A\, p).
ZER™ (3 )R xRY.
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On vérifie par ailleurs aisément que 1’'on a

inf sup Lz, A\, p) > sup inf L(z,\, ). (2.2)
PERT () eRp xRY (Ap)eRP xRS TER™

En posant _
d: (A p) € RP xR — inf{L(z,\,n): ¢ € R"} € R,

on peut définir un autre probleme d’optimisation, le dual de (Q) :

Max d(X, ) (D)
sc. AeRP peRY.

Le probleme (Q) est alors également qualifié de primal. On peut montrer que la fonction d
est toujours une fonction concave.

La proposition suivante, conséquence de I'inégalité (2.2), montre 'un des intéréts de ce
probleme dual, et donc, partant, du lagrangien : une procédure standard d’obtention de
bornes inférieures a un probleme de minimisation.

Proposition 2.9. Notons vg la valeur optimale du probléme (Q) et vp la valeur optimale
du probleme (D). On a toujours
Vg = Up .

Il est intéressant de noter que cette proposition est valable méme si le primal ou le dual
sont non bornés ou non réalisables.

L’inégalité donnée par la proposition 2.9 est l'inégalité de dualité faible et la différence
vg — vp est le saut de dualité. 11 arrive que le saut de dualité soit réduit a 0, auquel cas on a
dualité forte. Dans ce cas, les solutions optimales du primal et du dual (z*, A", u*), si elles
existent, forment un point-selle du lagrangien :

L(x*, X, pu*) = inf L(x,\*,u*) = sup  L(x", A\ ).

pISING q
(A1) ERP X RY.

En effet, on a alors la chaine

L(x*, X, pu*) = inf Lz, A", p") = sup inf L(z, A\, p)
xzeR” (A,N)ERPXRi xzeR”
= inf sup Lz, A, p) = sup  L(xz", A\, p)
TER™ (A, p)eRPxRL (Ap)ERPXRL

> L(x", A", u").

La premiere égalité vient de la définition de (A", u*), la seconde de la dualité forte et la
troisieme de la définition de *. On a donc égalité partout.
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CHAPITRE 3

Optimisation convexe

Motivation

Ce chapitre est consacré a certains résultats fondamentaux de I'optimisation convexe, qui
s’'intéresse aux problemes d’optimisation d’une fonction convexe sur un domaine convexe. Ce
sont des problemes tout particulierement importants car, d'une part, de nombreux problemes
naturels s’écrivent sous cette forme, et d’autre part, on dispose d’algorithmes efficaces pour
les résoudre. On peut noter de plus que ce sont souvent des problemes avec des propriétés
théoriques remarquables, ce qui constitue également une motivation a leur étude. Il existe
une littérature abondante sur le sujet. Boyd et Vandenberghe [1] ont par exemple proposé en
2004 un ouvrage contenant la plupart des résultats importants et les principales applications
de 'optimisation convexe.

Dans ce chapitre, on continuera a travailler sur les problemes (P) et (Q), mais en suppo-
sant cette fois que f est une fonction convexe, et que X est convexe pour (P), et que les g;
sont affines et les h; convexes pour (Q) (les définitions relatives a la convexité sont données
dans la Section 3.2).

Convexité

Notions des base

Une partie C' de R™ est conveze si pour tout @,y € C'et tout t € [0, 1], onatx+(1—t)y €
C. L’espace R"™ tout entier, en particulier, est convexe. Il est aisé de vérifier que l'intersection
d’un nombre quelconque de convexes est convexe. La figure 3.1 illustre cette notion.

FIGURE 3.1 — Deux sous-ensembles du plan. Celui de gauche n’est pas convexe, celui de droite lest.
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FIGURE 3.2 — Deux fonctions réelles d’une variable réelle. Celle de gauche n’est pas convexe, celle de droite
Pest.

Une fonction f: R” — R est convexe si

flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1-1)f(y) (3.1)

pour tous x,y € dom f et tout ¢ € [0,1]. Noter que cela implique en particulier que dom f
est convexe.

Ezemple 3.1. La figure 3.2 donne deux exemples de fonctions réelles d’une variable réelle.
Celle de gauche n’est pas convexe : on a identifié deux points (x, f(x)) et (y, f(y)) tel que le
segment les reliant n’est pas tout entier au-dessus de la courbe de la fonction.

Celle de droite est convexe : le segment reliant toute paire de points de la courbe est
au-dessus de cette derniere, ce qui est exactement le sens de la convexité pour les fonctions
réelles d’une variable réelle.

Les fonctions convexes satisfont un grand nombre de propriétés. Une des plus classiques
est la suivante, utile dans de nombreuses situations : pour tout entier £ > 2, une fonction f
est convexe si et seulement si

f <Z Aﬂi) < Z Aif () (3.2)

i=1

pour tous xy,..., T, € dom f et tous Aq,..., Ay € Ry sommant a 1.

Une fonction f: R™ — R est strictement convexe si elle est convexe et si I'inégalité dans
(3.1) est stricte pour toute paire x,y de points distincts de dom f et tout ¢ €]0, 1[. Elle est
fortement conveze s’il existe a > 0 tel que

fltm -+ (1= t)y) < tf(@) + (1 - 0)f(y) ~ 301 - Dle ~ yl3 (3.3

pour tous x,y € dom f et tout ¢ € [0, 1]. Le réel a est alors le paramétre de la forte convexité
de f. Une fonction fortement convexe est en particulier strictement convexe, et une fonction
strictement convexe est en particulier convexe.
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Convexité et continuité

Le lemme suivant permet souvent de ne pas avoir a se soucier de la continuité lorsqu’on
travaille avec des fonctions convexes.

*Lemme 3.1. Soit f: R" — R une fonction conveze. Alors f est continue sur l'intérieur

de dom f.

Une telle fonction peut étre discontinue sur la frontiere de C'; comme le montre 'exemple
suivant.

Ezemple 3.2. Considérons la fonction f définie par

0 siz e 0,1]
flzy=4 1 siz=1
+00 sinon.

C’est une fonction convexe, continue sur 'intérieur de dom f = [0, 1], mais discontinue en

r=1.

Démonstration du lemme 3.1. Prenons y dans l'intérieur de dom f et considérons une boule ouverte B de
rayon ¢ > 0 centrée en y et incluse dans dom f. Définissons les deux fonctions suivantes sur B privée de y :

. |z — ?/||2> lx — yll2 << 0 > ) >
: 1—--—z"= = Jliz 1—
g m%( 5 )W e—vls) ¥ Te—uls”

: llwyllz) _ ==yl (( J >_ J )
’“”H<” R St A A G v vy Ll ey g

Une conséquence directe de la convexité de f est I'encadrement suivant valable en tout « € B\ {y} :

hz) < f(®) < g(z).

Comme limg_,, g(x) = limg_,, h(x) = f(y), on obtient la continuité de f en y. O
Pour les fonctions fortement convexes, on a plus.

Lemme 3.2. Soit f: R" — R fortement convexe. Alors f est coercive.

Démonstration. Quitte & translater la fonction, on peut supposer que f(0) < +oo. Il existe alors § > 0 telle

que f(x) < +oo pour tout x tel que ||z|, < 8. Ecrivons équation (3.3) avec y = 0 et ¢ = Hmé\lz’ pour

[lz]|2 > 26. Un calcul direct donne

(# ()~ (- ) 7@) 552+ 3o (1 o) el < @0

Soit r le maximum que |f(z)| puisse prendre pour z dans la boule fermée de rayon 6 centrée en 0. Ce
maximum existe par compacité (le lemme 3.1 assurant la continuité de f). On a alors

1
—25]lells + callzl < f(2)

et donc bien f(x) — 400 quand || — +oc. -
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Cas différentiable

Il existe une autre caractérisation de la convexité lorsque f est différentiable.

Proposition 3.3. Soit f: R" — R différentiable. Alors f est conveze si et seulement si [’on
a dom f convexe et

f®) = fly) +Vi(y) (z—y)

pour tout x,y € dom f.

Démonstration. Si f est convexe, on a par définition f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y) pour tout
@,y € dom [ et tout ¢ € [0,1]. Cette inégalité peut se réécrire 1 (f(y + t(x —y)) — f(y)) < f(z) — f(y). En
faisant tendre ¢ vers 0, on obtient Vf(y) - (x —y) < f(x) — f(y) qui est ce qu’il fallait montrer.

Réciproquement, supposons que dom f est convexe et que f satisfait I'inégalité de 1’énoncé. Prenons x, y
dans dom f et posons z =t + (1 — t)y. Comme dom f est convexe, on a z € dom f. L’inégalité de I’énoncé
donne alors les deux inégalités suivantes :

f@) 2 f(2)+Vf(z)-(®—2) et [f(y)=>[f(z)+Vf(z) (y-2).

En prenant une combinaison convexe de ces deux inégalités, on obtient t f(x)+(1—¢t) f(y) = f(2)+Vf(z)-0,
ce qui est exactement ce qu’il fallait prouver. O

Les propositions suivantes, dont les preuves sont omises, peuvent en particulier étre utiles
pour établir la convexité d’une fonction. On rappelle qu’on note H(f) la hessienne de f.

Proposition 3.4. Soit f deux fois différentiable. Alors f est convexe si et seulement si [’on
a dom f conveze et sa hessienne est semi-définie positive en tout point de dom f.

Noter que la condition suivante est simplement une condition suffisante. La fonction
z € R+ 2* € R a sa hessienne nulle en = 0 et est pourtant bien strictement convexe.

Proposition 3.5. Soit f deux fois différentiable. Alors si l'on a dom f convezxe et la hes-
sienne de f est définie positive en tout point de dom f, alors [ est strictement conveze.

Proposition 3.6. Soit f deuz fois différentiable. Alors f est fortement conveze de paramétre
a > 0 si et seulement si l'on a dom f conveze et H(f) — al, semi-définie positive en tout

point de dom f.

Proposition 3.7. Soit C' un convere de R" et f différentiable partout sur C. Alors f est
fortement convexe de parameétre o > 0 si et seulement si

(Vf(x) = Vi(y)) (x—y) > alz -yl

pour tout x,y € C.
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Caractérisation de la solution optimale

Dans le cas ou la fonction a minimiser est convexe et que le domaine est convexe, le
théoreme 2.3 devient une condition suffisante d’optimalité. Rappelons le probleme auquel il
s’applique.

Min f(x)
sc. xeX. (P)
Théoreme 3.8. Soit f: R" — R. Supposons f convezxe et différentiable et X conveze.
Alors * € X Ndom f est une solution optimale du probléme (P) si et seulement si on a
Vf(xz*)-d > 0 pour toute direction admissible d en x*.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.3, si * est une solution optimale du probleme (P), alors on a
Vf(x*)-d > 0 pour toute direction admissible d en *. Il reste donc & prouver l'implication réciproque.
Supposons que Vf(xz*)-d > 0 pour toute direction admissible d en x* et montrons qu’alors x* est une
solution optimale. D’apres la proposition 3.3, on a

f@) = f(&") + Vf(z") (@ —a7)

pour tout & € X. Comme X est convexe, x — x* est une direction admissible en x* si 'on a « # x*. Cette
inégalité implique que f(x) > f(x*) pour tout © € X. O

Dans le cas ou il n’y a pas de contrainte, i.e. que 'on cherche simplement le minimum
global d’une fonction f: R™ — R convexe différentiable, le théoreme 3.8 se spécialise en la
condition bien connue d’< annulation de la dérivée >, qui s’exprime ainsi

x* € dom f est le minimum global de f si et seulement si V f(x*) = 0.

Cet énoncé se retrouve bien a partir de ce théoreme. Si V f(x*) = 0, alors on a bien
Vf(x*)-d > 0 pour toute direction admissible. Pour la réciproque, notons que sur R™ tout
d est direction admissible. Par conséquent, si V f(x*)-d > 0 pour toute direction admissible
d,onaVf(x*)-d>0et Vf(x*) (—d) > 0 pour tout d € R", et donc V f(x*) = 0.

En ce qui concerne 1'unicité de la solution optimale, on a le résultat suivant.

Proposition 3.9. Soit f: R" — R. Supposons f strictement convexe et X convexe. Si le
probléeme (P) admet une solution optimale de valeur finie, alors cette solution est unique.

Démonstration. Supposons que l'on ait deux solutions optimales distinctes * et #. On a alors
1, ., " 1 . #
f 5(5'3 + ™) <§(f(m)+f(:c )
ce qui contredit Poptimalité de =* et x#. O

Si f est fortement convexe, on est de plus assuré de I'existence d’une solution optimale.

Proposition 3.10. Soit f: R" — R. Supposons f fortement convexe et continue, et X N
dom f convezxe, fermé et non vide. Alors le probléme (P) admet une et une seule solution
optimale.
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Démonstration. Toute fonction fortement convexe est strictement convexe. D’apres la proposition 3.9, il
suffit donc de prouver que si f est fortement convexe, alors le probleme (P) admet une solution optimale.
Toute fonction fortement convexe est coercive (lemme 3.2. Le théoréme 2.1 permet alors de conclure. O

Considérons maintenant le probleme (Q) dans le cas ou I'ensemble des solutions réalisables
forme un ensemble convexe, dont on rappelle la forme :

Min f(x)
sc. gi(x)=0 i=1,...,p (Q)

ou f, les g; et les h; sont des fonctions de R" dans R. 1 est aisé de vérifier que ’ensemble des
solutions réalisables de ce probleme forme un ensemble convexe lorsque les fonctions g; sont
affines et les fonctions h; convexes. Un résultat fondamental de I'optimisation convexe est que
pour un tel probleme, la condition nécessaire du théoreme de Kuhn et Tucker (théoreme 2.4
de la Section 2.2) devient suffisante.

On rappelle que 'on pose

X={xzeR": g(x)=0,i€p] et hj(x)<0,j€lq}.

Théoréme 3.11. Supposons f et les h; convezes et différentiables, et les g; affines. Soit
x* € X Ndom f. Si x* est une solution optimale du probleme (Q) et si les contraintes sont
qualifiées en x*, alors il existe p réels \; et q réels positifs ou nuls p; vérifiant

p q
Vi@ + ) ANV + > Vhi@) =0 et phi(xt) =0 Vjelq.
i=1 j=1

Réciproquement, s’il existe p réels \; et q réels positifs u; vérifiant ces relations, alors x* est
une solution optimale.

Noter que pour la réciproque, la qualification des contraintes en x* n’est pas requise.

Démonstration du théoréme 3.11. Le théoreme 2.4 assure que si €* est une solution optimale, on a bien
Pexistence des A; et p; comme assuré par I’énoncé. Prouvons donc la réciproque et supposons l'existence de
tels A; et p1;. Prenons une direction admissible d en &*. Il a été noté a la Section 2.2.1 qu’alors nécessairement
d € D'(x*). On a donc Vg;(x*)-d = 0 pour i € [p| et Vh;(x*)-d < 0 pour j € J(x*). D’autre part, comme
Z?Zl pihi(x*) =0, 0n a p; =0sij ¢ J(x*). Par conséquent, 'égalité satisfaite par les \; et les p; fournit
Pinégalité V f(x*)-d > 0, ce qui implique 'optimalité de «* grace au théoréeme 3.8. O

Dualité forte

Le théoreme 3.11 a une conséquence intéressante sur le probleme dual du probleme (Q),
i.e. le probleme (D) donné en Section 2.3, car il donne une condition sous laquelle on a dualité
forte.
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Corollaire 3.12. Supposons f et les h; convexes et différentiables et les g; affines. Supposons
de plus que les contraintes de (Q) soient qualifiées partout et que le probléme primal ait au
moins une solution optimale. Alors le saut de dualité est nul : la valeur optimale du primal
est égale a la valeur optimale du dual.

Démonstration. Soit &* une solution optimale de (Q). Notons A* = (A\}) et u* = (1) les multiplicateurs de
Lagrange dont 'existence est assurée par le théoréme 3.11. Notons que x — L(x, A", u*) est une fonction
convexe en x car f et les h; sont convexes, les g; sont affines et les p7 sont positifs. L’équation

p q
Vi@)+ > A Vgi(x)+ > puiVhi(@*) =0
i=1 j=1

assure alors que * est un minimum global de L£(z, A", u*) (théoréme 3.8 appliqué & = — L(x, X", u*) et
a X =R"™). On a donc L(x*, A\, u*) = infyern L(x, ¥, u*). D’autre part, L(z*, A", u*) = f(z*). On peut
alors écrire la chaine
Ll ANp) >  sup  inf LlwAp) > inf Ll@ A pf) = L@ A% u"),
(A,M)ERPXJRi xzER™ xeR™
ou la premiere inégalité est donnée par I’équation (2.2) et la seconde est évidente, et ol I'égalité est celle
qui vient d’étre justifiée au début de la démonstration. Toutes les inégalités de cette chaine sont donc des
égalités et on a
f(x*) = sup inf L(x, A, ). O
(A,u)ERP xRY z€R™

Noter qu’alors les multiplicateurs de Lagrange (A*, u*) associés a la solution optimale x*

du primal forment une solution optimale du dual car

vp = sup inf L(x, A\, p) = inf L(z, A", pu").
()\,M)GRPXRZ'_ xreR" xcR”

De plus, conformément & ce qui a été expliqué a la Section 2.3, le point (x*, A*, u*) est alors
par définition un point-selle du lagrangien.

Algorithmes

Quelques remarques préliminaires

Les algorithmes qui vont suivre ne permettent pas en général de calculer la solution
optimale d'un probleme d’optimisation de maniere exacte. Cela est dii a la nature des algo-
rithmes, mais aussi au fait que les solutions optimales n’ont pas de raison d’étre exprimables
sous une forme close. Les algorithmes prendront donc systématiquement en données une
précision . La situation sera différente dans la cas de 'optimisation linéaire ; voir Chapitre 4.

Les deux algorithmes qui vont suivre utilisent la projection sur un convexe fermé. La
projection sur un convexe fermé non vide K, notée Py, est définie comme suit : Pg(x) est
I'unique z* € K réalisant le minimum de ||z — x||5. Un tel z* existe et est bien unique car il
réalise le minimum de z — ||z — x||3, fonction fortement convexe, sur un convexe fermé et
I’on peut donc appliquer la proposition 3.9. On a de plus le lemme suivant.
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X

FIGURE 3.3 — Illustration du lemme 3.13 : le point y est le projeté du point x, alors que le point y’ n’est
pas le projeté du point =’

Lemme 3.13. Soit K un conveze fermé. Pour x € R" ety € K, on a y = Pg(x) si et
seulement si pour tout point z € K, on a (y —x) -(z —y) = 0.

Démonstration. 1l suffit de noter que z— Pg () est une direction admissible pour le probléme de minimisation
dont la projection est solution et d’appliquer le théoreme 3.8. O

Ezemple 3.3. Ce lemme est illustré sur la figure 3.3. Le point y est bien le projeté du point
xsur K. Ona (y—x) (2 —y) = 0 pour tout z € K, en particulier pour celui indiqué. En
revanche, le point ¢’ n’est pas le projeté du point @’ sur K. On a (y' — ') - (2’ — ¢') < 0.

Une conséquence immédiate du lemme 3.13 est le résultat suivant.

Lemme 3.14. Soit K un convexe fermé. Alors Py est une application lipschitzienne de
parametre 1.

Démonstration. 11 suffit d’écrire

1Pxc(x) =P (y)ll5 = (P (x)—) - (P ()~ P (y))+(x~y) - (P ()~ P (¥))+(y—Pr (y)) - (Pr (x) =P (y)) ,

de noter que le lemme 3.13 permet de voir que les premier et troisieme termes de cette égalité sont négatifs
et d’utiliser le théoreme de Cauchy—Schwartz. O

Algorithme du gradient projeté

L’algorithme qui suit, 1’algorithme du gradient projeté, est un grand classique de 1’opti-
misation. Les idées le sous-tendant remontent a Cauchy [3]. Il s’applique & un convexe fermé
X de R".
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Données : Une précision € > 0, un vecteur £° € X et un pas ¢ > 0
Sortie  : Une solution approchée
k + 0;
repeat
xftt «— Px(xF — IV f(xF));
k< k+1;
until || — zF||, < e
return x**!

Algorithme 1 : Algorithme du gradient projeté

Quand X est I'espace R™ tout entier, on parle alors simplement d’algorithme du gradient.
Si Px se calcule simplement, cet algorithme est d’implémentation aisée, et a un bon com-
portement en général. Malheureusement, & part lorsque X est vraiment particulier (boule
ou pavé), la projection Pyx est difficile a calculer, souvent d’une complexité équivalente au
probleme de départ.

Le théoreme suivant assure la convergence vers la solution optimale, sous certaines condi-
tions. On y considere la suite infinie (*) obtenue en oubliant le critere d’arrét.

Théoréme 3.15. Supposons les g; affines, les h; convezes, f convexe différentiable et V f
lipschitzienne de parameétre L. On a les résultats de convergence suivants.

1

1. Si (Q) admet une solution optimale x* et £ < 1,

alors on a linégalité

fa®) = fx7) < 5 lle® — 27|13

pour tout k et on a donc en particulier convergence de la suite (f(:ck)) vers la valeur
optimale. Si cette solution optimale x* est unique, alors on a de plus la convergence de
la suite (z*) vers x*.

2. Si f est fortement convexe de parameétre o et { < i—‘;‘, alors on a linégalité

||:vk —x"|]a < (1 —20a+ €2L2)k/2||:130 —x||2

pour tout k, ot x* est l'unique solution optimale de (Q), et on a donc en particulier
convergence de la suite (x*) vers x*.

Sous les conditions du point 2, lorsque ¢ < i—%‘, on a une convergence rapide de 'algo-

rithme, dite linéaire (car le nombre de décimales déterminées correctement croit asymptoti-
quement de maniere linéaire).

Démonstration du théoréme 3.15. Prouvons d’abord le point 1. Comme V f est lipschitzienne de parametre
L, on a pour tout x,y de R" larelation f(y) < f(z)+Vf(z)  (y—z)+%|y—=z[3. (Cela se prouve aisément
en considérant fol (¢'(t) — ¢'(0)) dt, avec g(t) = f((1 — t)x + ty).) En prenant y = "' and & = x*, cette
inégalité donne

F@) < fab) + VFah) @ - o)+ Djat ok B4
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En utilisant le fait que f est convexe, la proposition 3.3 appliquée en & = x* et y = ¥ permet de substituer
f(x*) dans I'inégalité et d’obtenir

F@H) < fla) + V@) - (@ - a%) + et - ok 3.

En utilisant le lemme 3.13 avec & = ¥ — ¢V f(x*) et z = *, un calcul immédiat fournit

P < £ + g (la* -2t~ [t — a7l + 3 (L - 7) b — 2.

Comme ¢ < %, cette derniere inégalité donne
F@) = f(@) < o5 (% — 273 — =" —2"]3)

En sommant sur les k premiéres itérations, on obtient Zle (f(x") = f(x*)) < 5 ]|e® —2*||3. L’inégalité (3.4)
et le lemme 3.13 avec # = @ — (V f(x") et z = x* impliquent la décroissance de la suite (f(x")). Par
conséquent, f(z*) — f(z*) < L0 (f(a') — f(z)).

Nous prouvons maintenant la convergence de la suite (*) lorsque la solution optimale est unique. Cela
conclura la preuve du point 1. Soit € > 0. Notons r la valeur minimale prise par f sur la sphere de centre x*
et de rayon e. Cette valeur existe par compacité. Soit K tel que f(x*) < r pour tout & > K. La convexité
de f va nous permettre de voir que f(y) = r pour tout y tel que ||y — x*||2 > €, ce qui impliquera que
|x* — z*||2 < € pour tout k > K. Considérons donc un tel y. Posons t = m Par les hypotheses sur
y,on at € [0,1]. Pour un tel ¢, on a (1 — t)x* + ty sur la sphere de centre * et de rayon e. La convexité
implique alors (1 —t)f(x*) + tf(y) > r, et en utilisant f(x*) < r, on obtient f(y) > r, comme attendu.

Prouvons maintenant le point 2. Posons 6(x) =  — {V f(x). On a
10(x") — 0(z)[I3 = |* — a*[|3 — 26(Vf(a*) - Vf(z"))- (2" —a*) + ||V f(z") = V()3
Par conséquent, en utilisant la forte convexité de f (proposition 3.7) et le caractere lipschitzien de Vf,
on obtient [|f(z*) — 8(z*)|2 < V1 —20a+ 2L2||x* — x*|]2. Comme Py est lipschitzienne de parametre
1 (lemme 3.14), on en déduit ||x*! — Px(8(x*))||2 < V1 — 2la + £2L2||z* — x*||2. On termine la preuve

en prouvant que x* est point fixe de Px o 6, une récurrence immédiate permettant alors de conclure. Le
lemme 3.13 avec & = * — (V f(x*) et z = * donne

(Vf(@") - (Px(O(=") — 27) < —[|Px (6(=")) — =7[|3.

Le théoréme 3.8 montre qu’alors nécessairement || Px (6(z*)) — x*||2 = 0. O

Algorithme d’Uzawa

Nous présentons un autre algorithme qui s’applique a peu pres sous les mémes conditions
que l'algorithme du gradient projeté, mais qui ne requiert pas de savoir projeter efficacement
sur l’ensemble des solutions réalisables. C’est 1’algorithme d’Uzawa, proposé en 1958 [11].
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Données : Une précision € > 0, un vecteur A’ € R?, un vecteur u € R% et un pas

>0
Sortie  : Une solution approchée
k <+ 0;
repeat

xF + arginfyepn L(, AF, )
A AP 4 0g (%)
P Paa (u* + th(zb));
k+—k+1;
until ||z*+!
return **!

— x|y <e;

Algorithme 2 : Algorithme d’Uzawa

On a utilisé la notation g(x) = (g1(x), ..., g,(x)) et h(x) = (hi(x), ..., hy(x)).

L’intuition générale est la suivante : ’algorithme d’Uzawa est 1’algorithme du gradient
projeté appliqué au probleme dual. En notant d la fonction objectif du probleme dual de (Q)
(comme dans la section 2.3), on a d(X*, u¥) = L(x*, \*, u¥), et (g(x¥), h(x")) est le gradient
de d en ()\k, p*). La projection est aisée pour le dual car I’ensemble de ses solutions réalisables
est RP x R%.

Le théoreme suivant assure la convergence I’algorithme vers la valeur optimale, ou méme
vers la solution optimale, sous certaines conditions. De maniere similaire au cas du gradient
projeté, on y considere la suite infinie (()\k , p,k)) obtenue en oubliant le critere d’arrét.
Noter que les conditions assurent que 1’'on a dualité forte, et donc que valeurs optimales des
problemes primal et dual coincident. La preuve est omise car elle utilise des résultats un tout
petit peu plus avancés de convexité que ceux présentés dans ce cours.

Théoreme 3.16. Supposons les g; affines et les h; convexes, f convexe différentiable et x —
(g(x),h(x)) lipschitzienne de parameétre L. Supposons également les contraintes qualifiées
en tout point de X. On a les résultats de convergence suivants.

1

1. Si (Q) admet une solution optimale et £ < 7,

alors on a linégalité

*k * 1 * *
pour tout k, ot (A", u*) est solution optimale du dual de (Q), et on a donc en particulier
convergence de la suite (d(A", pu¥)) vers la valeur optimale de (Q).

2. Si [ est fortement conveze de parameétre o et { < i—’;‘, alors on a convergence de la suite

(z*) wvers l'unique solution optimale de (Q).
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Une grande variété d’algorithmes

Cette section sur les algorithmes ne constitue qu'une breve initiation aux questions
algorithmiques du monde de 'optimisation convexe. C’est en réalité un domaine gi-
gantesque, ou la recherche est encore tres active, en particulier suite aux succes de
Poptimisation convexe en apprentissage automatique (ou “machine learning”).

Par exemple, lorsqu’on parle d’algorithme du gradient, on fait en général référence a
toute une famille d’algorithmes, et I’algorithme 1 de la Section 3.5.2 n’en est en fait que
la version la plus épurée. Une amélioration simple consiste a autoriser le pas ¢ a varier
a chaque itération. En choisissant bien ce pas, on obtient I'algorithme du gradient a
pas optimal, qui reste tres simple a programmer et dont la vitesse de convergence peut
étre substantiellement supérieure a la version donnée ici; voir par exemple la Section
9.3 du livre de Boyd et Vandenberghe [1].

D’autres algorithmes peuvent étre particulierement efficaces dans le cas de 'optimisa-
tion convexe avec contraintes (cas oli, rappelons-le, 'algorithme du gradient projeté
est d’une efficacité limitée), comme ’algorithme de Frank—Wolfe [2, Chapitre 3] ou les
méthodes de points intérieurs [1, Chapitre 11].

26
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CHAPITRE 4

Optimisation linéaire

Motivation
L’ optimisation linéaire consiste a résoudre des problemes de la forme

Min ¢ -x

s.c. Ax <b, (4.1)

ou A est une matrice a m lignes et n colonnes et ou b et ¢ sont deux vecteurs respectivement
dans R™ et dans R™. C’est donc un cas particulier de 'optimisation convexe. Les problemes
d’optimisation linéaire apparaissent naturellement dans de nombreux contextes et possedent,
tout comme 'optimisation convexe, des propriétés remarquables. On peut se demander pour-
quoi s’intéresser a ce cas particulier de 'optimisation convexe. Il y a de nombreuses fagons de
répondre a cette question. Comme 'optimisation linéaire est un cas particulier de 'optimi-
sation convexe, on peut s’attendre a des résultats plus forts. C’est vrai, mais il y a une autre
raison : la plupart des résultats du Chapitre 3, et en particulier ceux relatifs a la conver-
gence des algorithmes, ne sont valables que si la fonction objectif est fortement convexe.
Or, dans le cas de 'optimisation linéaire, la fonction objectif n’est méme pas strictement
convexe. Il faut cependant noter qu’il existe des algorithmes puissants pour 'optimisation
convexe couvrant de nombreux cas, dont ceux de 'optimisation linéaire, comme par exemple
les méthodes de points intérieurs évoquées a la fin de la Section 3.5, mais ils dépassent le
cadre de ce cours. Nous allons voir I'algorithme le plus fréquemment utilisée en pratique,
I’algorithme du simplexe, et dont le principe est relativement simple. Parmi les ouvrages
récents sur 'optimisation linéaire, on peut signaler celui publié en 2007 par Matousek et
Gértner [9] qui, tout en étant court, couvre la plupart des résultats théoriques et présente
des applications variées.

Formulations équivalentes et hypotheses pour le chapitre

Le probleme (4.1) est sous forme inéquationnelle. 11 existe d’autres formes possibles,
comme la forme canonique :
Min c-x
sc. Ax<b
x>0.
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Une des formes les plus utilisées est la forme standard :

Min c-x
sc. Az =15 (PL)
x=>0.

Quitte a changer les dimensions des problemes et les définitions de A, b et ¢, tout probleme
sous 1'une des trois formes (inéquationelle, canonique, standard) peut étre réécrit sous 'une
quelconque des deux autres, voir Exercices. Par exemple, un probleme sous forme canonique
peut étre mis sous forme standard en écrivant

Min c-x

sc. Ax+y=2»
x>0
y>0.

La matrice (A, I) joue alors le role de la matrice A dans (PL).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous focaliser sur la forme standard et on notera
m le nombre de lignes de A et n son nombre de colonnes. Si A n’est pas de rang m, alors soit
le systeme Ax = b n’a pas de solution, et donc alors le probleme (PL) n’a pas de solution
réalisable (et sa valeur optimale est +00), soit ce systeme possede des lignes redondantes
que 'on peut supprimer sans changer I’ensemble des solutions réalisables. On peut donc faire
I’hypothese suivante, qui sera donc supposée vérifiée pour le reste du chapitre.

‘La matrice A est de rang m. ‘

Noter que cela implique alors en particulier que m < n.

Existence et caractérisation d’une solution optimale

Bases

Pour un sous-ensemble K C [n], on notera Ax la matrice réduite aux colonnes (A;);cx-
De méme, si x est un vecteur de R”, on notera & le vecteur réduit aux composantes (x;);ck -

Un sous-ensemble B C [n] est une base du probleme (PL) si Ap est inversible. Noter
que cette notion n’est pas stricto sensu celle de base en algebre linéaire. Au sens de ’algebre
linéaire, (A;)icp est une base de R™. Un tel B est une base réalisable sion a de plus A5'b > 0.
L’intérét de la notion de base est le suivant. Soit B une base. Définissons le vecteur y de
R™ :

yp = Ap'b et yny =0,

ou N = [n]\ B. Alors y satisfait automatiquement les contraintes d’égalité du probleme (PL)
car on a Ay = b. Le vecteur y est alors une solution basique (associée a B). Si B est une
base réalisable, on a de plus y > 0. Un tel y est alors réalisable et constitue une solution
basique réalisable (associée a B).
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Condition d’existence

Si le probleme (PL) a au moins une solution réalisable, il possede nécessairement une
base réalisable. Cette remarque, pas completement triviale, peut étre utile. On a cependant
bien plus, comme le montre le théoreme suivant (et dont la preuve permet aussi de montrer
la remarque précédente).

Théoréme 4.1. Si le probléme (PL) a au moins une solution réalisable et si la fonction
objectif est bornée inférieurement sur ’ensemble des solutions réalisables, alors il existe au
moins une solution optimale.

S’il existe une solution optimale, alors il en existe au moins une qui soit basique réalisable.

La base associée a une solution basique réalisable optimale est appelée base optimale.

Le théoreme 4.1 est spécifique a 'optimisation linéaire. Le premier point déja n’est pas
satisfait en général pour l'optimisation convexe. Par exemple, si I'on souhaite minimiser
y sur 'ensemble {(z,y) € (R, \ {0})*: y > 1/z}, on se trouve confronté & un probleme
d’optimisation convexe réalisable, avec une fonction objectif bornée inférieurement par 0, et
pourtant ce probleme n’a pas de solution optimale finie. Ce théoreme n’est pas non plus une
conséquence du théoreme 2.1 car « — c- @ n’est pas coercive.

Démonstration du théoréme 4.1. Supposons donc que le probleme (PL) a au moins une solution réalisable
et que sa fonction objectif est bornée inférieurement sur I’ensemble des solutions réalisables. Nous allons
prouver que si  est une solution réalisable de (PL), alors il existe une solution basique réalisable x telle que
c-x < ¢-z. Comme le nombre de bases réalisables est fini, cela implique le théoréme dans sa totalité.

Soit donc @ une solution réalisable arbitraire et soit & une solution réalisable avec le plus de zéros
possible telle que ¢- 2 < ¢- x. Notons K 'ensemble des indices ¢ tels que Z; > 0. Si les colonnes de Ax sont
linéairement indépendantes, alors T est une solution basique réalisable : il suffit de choisir B D K tel que
Ap soit inversible (ce qui existe par un argument élémentaire d’algebre linéaire), et & sera bien une solution
basique réalisable associée a B.

Supposons donc que Ax a des colonnes dépendantes. Nous allons montrer que 'on aboutit alors & une
contradiction. Il existe y € RX tel que Axy = 0 et y # 0. Définissons alors z € R" par z; = y; sii € K
et z; = 0 sinon. Le vecteur & + tz est réalisable, i.e. A(Z +tz) = b et & + tz > 0, précisément pour ¢ dans
Vintervalle J = [maxjer, (—%i/%), minjer_(—7;/2)], ou

Iy ={i:z; >0} et I_={i:z <0}.

Si Iy (resp. I_) est vide, la borne inférieure (resp. supérieure) de J devient comme attendu —oo (resp. +00).

Si ¢- z est différent de zéro, on considere la borne de J qui est du signe opposé a c- z. Cette borne est
finie, sinon on pourrait faire tendre la fonction objectif vers —oco le long du rayon & + tz. Si ¢- z est égal a
zéro, on considere arbitrairement une borne de J finie (il en existe forcément une car I et I_ ne peuvent
étre tous deux vides). Lorsque t atteint cette borne,  + tz a une composante nulle de plus que  tout
en fournissant une solution au moins aussi bonne. Cela contredit la minimalité de son support. Ax a donc
nécessairement ses colonnes linéairement indépendantes. O

Le théoreme 4.1 permet de voir qu’il existe, du moins en principe, un algorithme qui
calcule en temps fini une solution optimale exacte d’un probleme d’optimisation linéaire
lorsqu’une telle solution existe. En effet, le nombre de bases est borné par (:L), qui est une
quantité finie. On pourrait donc passer en revue tous les sous-ensembles B de cardinalité m
de [n], tester pour chacun de ces B si Ap est inversible et si oui, si 'on a bien Aglb >0, et
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enfin, garder, parmi ces B, celui qui maximise la quantité cp - (A5'b). Cette approche n’est
cependant pas envisageable en pratique, excepté peut-étre sur de petits problemes, car (::1)
est en général tres grand (par exemple, de Uordre de 4™, si m = n/2).

Algorithme du simplexe

Préliminaires

Il existe un algorithme particulierement efficace permettant la résolution des problemes
d’optimisation linéaire : ’algorithme du simplexe. Il a été proposé par Dantzig en 1947, mais
publié seulement quelques années plus tard [4]. Du fait de 'importance de 1'optimisation
linéaire, cet algorithme est 1'un des plus utilisés dans l'industrie, toutes catégories d’appli-
cations confondues. Il existe de nombreuses logiciels — gratuits ou payants — dans lesquels il
est implémenté de maniere tres efficace. Un ingénieur ou un chercheur devant résoudre un
probleme d’optimisation linéaire n’aura donc pas a le reprogrammer. Signalons aussi que les
méthodes de points intérieurs, déja signalées, disposent de méme de versions efficaces déja
programmeées.

Il est donc inutile d’entrer dans les détails techniques de la description de I’algorithme du
simplexe et nous allons simplement donner les principes sur lesquels il s’appuie. La principale
propriété sous-tendant ’algorithme du simplexe est la proposition suivante.

Etant donnés une base B et Uensemble N = [n] \ B, on pose 7 = ey — AL (A5 ep. Ce
vecteur a n — m composantes est le vecteur des cotuts réduits relatifs a B.

Proposition 4.2. Soit B est une base réalisable. St v > 0, alors B est une base optimale.
St k est tel que r, < 0, alors une seule des deux possibilités suivantes se réalise :

1. Il eziste une base réalisable B C BU{k}, avec B' # B. Dans ce cas, la solution basique
associée a B’ est au moins aussi bonne que celle associée a B.

2. Il n'existe pas de base réalisable B C BU{k}, avec B # B. Dans ce cas, en notant T
la solution basique associée a B, il existe z € R™ avec z, > 0 tel que l'on a ¢ -z = ryz
et (t) = x +tz réalisable pour tout t € R,. En particulier, la valeur de (PL) est —oo.

Dans le cas 2, 'équation x(t), pour t € R, décrit un rayon infini le long duquel le critere
peut étre rendu arbitrairement petit.

Démonstration de la proposition 4.2. Soit & la solution basique associée & B. Prenons x réalisable quel-
_ 41 -1 ~ _ T -1
conque. On a ¢z = cp-xp + cy-y. Comme xp = Agb - Ay Ayvxy et c-x = cgAg'b, on a
cx=c-z+r-zny.Doncsir>0,onac-x>c-x,cequi montre alors que T est solution optimale.
Supposons maintenant qu'’il existe & € N tel que 7, < 0. Considérons la matrice Apy(r). Comme
k ¢ B, les colonnes de cette matrice sont linéairement dépendantes. Il existe donc z € R™ dont le support est
précisément BU{k} et tel que Az = 0 et z # 0. Quitte & prendre opposé de z si nécessaire, on peut supposer
que zj, est strictement positif. Le vecteur & + tz est réalisable précisément pour ¢ € [0, minje;(—2;/z;)], out
J={je€B: z <0}. Notons que ¢-z = 123, (cela se voit en utilisant zp = A]_glANzN). Donc ¢-z < 0.
Si J est non vide, B = BU{k}\ {j*}, ou j* = argmin;c ;(—Z;/z;), est une base réalisable, car z;- # 0
(la colonne A« peut s’écrire comme combinaison linéaire des colonnes de Ap). La solution basique réalisable
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PSRN ~ T; . . s 1s . .
associée & B’ est & — Z]—*z Comme c- z < 0, cette nouvelle solution basique réalisable est au moins aussi
J

bonne que . On a donc prouvé le cas 1.
Si J est vide, le cas 2 se produit : le vecteur T + tz est réalisable précisément pour tout ¢t € [0, +o0[, et
l'on a bien ¢-z < 0. O

Description de I'algorithme

L’algorithme de simplexe s’écrit alors, en supposant que 1’on dispose d'une premiere base
réalisable B :

Données : Une base réalisable B,

Sortie : La valeur optimale et si elle est finie, une base optimale
B « BO;
N« [n] \ B;

Unbounded < false;
r<CN — AN(ABI)TCB;
while Unbounded = false et r # 0 do

Choisir k tel que r, < 0;

if Il existe une base réalisable B' C B U{k}, avec B’ # B then
B+ B';
N < [n]\ B;
r <+ cy — AL (A5 ep;

else

‘ Unbounded = true;
end

end

if Unbounded <+ true then
| return —oo

else
| return (c5A3'b, B)
end

Algorithme 3 : Algorithme du simplexe

En général, il existe plusieurs k tels que r, < 0. La fagon de le choisir s’appelle la regle
de pivot de I'algorithme. Les performances de ’algorithme sont fortement liées au choix de
cette regle. La mise a jour de r a chaque itération peut se faire aisément et rapidement par
un simple pivot de Gauss, connaissant la valeur de r a l'itération précédente. Il n’est pas
nécessaire de procéder a chaque fois a une inversion de la matrice Ag, heureusement. Nous
ne détaillons pas les calculs ici.

Avant d’expliquer comment trouver une premiere base réalisable, il faut justifier que cet
algorithme termine. En fait, la proposition 4.2 ne permet pas de ’assurer. En effet, pour que
cela fut le cas, il faudrait que dans le cas 1, la solution basique associée a B’ soit strictement
meilleure que celle associée a B, ce qui n’est pas nécessairement le cas. Il peut alors arriver
que l'algorithme se mette a cycler sur une suite de bases réalisables donnant toute la méme
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valeur au critere. Le théoréme suivant, établi en 1955 par Dantzig, Orden et Wolfe [5], indique
qu’il existe des regles de pivot qui permettent a ’algorithme de ne pas cycler. On omet la
preuve car elle est difficile et dépasse le cadre de ce cours.

Théoreme 4.3. Il existe des regles de pivot pour l'algorithme du simplexe qui assure que ce
dernier se termine toujours en un nombre fini d’itérations.

En particulier, si la valeur optimale est finie, I’algorithme parvient a trouver une base
réalisable B telle que le vecteur des cotits réduits qui lui est associé a toutes ses composantes
positives, qui est bien une base optimale d’apres la proposition 4.2.

Il est également intéressant de noter que dans le cas de l'optimisation linéaire on est
toujours capable de calculer la solution optimale exacte, ce qui differe de ce que 'on a
pu voir au Chapitre 3 pour I'optimisation convexe en général. En effet, il existe toujours
une solution optimale entierement déterminée par un ensemble de cardinalité finie : la base
optimale.

Trouver une premiere base réalisable

Pour trouver une base réalisable au probleme (PL), une fagon standard de procéder
consiste a considérer le probleme linéaire suivant :

Min Y7, %

sc. Ax+2z=0»b ,
z>0 (PL?)
z2=20,

en supposant sans perte de géréralité que b > 0. Il est aisé de vérifier que (PL’) a pour
valeur optimale 0 si et seulement si (PL) admet une solution réalisable. Et si (PL) admet
une solution réalisable, alors toute base optimale de (PL’) donne une base réalisable de (PL).
Comme on dispose d’une base réalisable évidente pour (PL’) — celle formée par les variables
z; — on peut appliquer I'algorithme du simplexe sur ce probleme pour tester si (PL) est
réalisable et s’il I'est, pour en déterminer une premiere base réalisable.

Interprétation géométrique

L’optimisation linéaire a une interprétation géométrique assez agréable. On peut d’emblée
noter que l’ensemble des solutions réalisables d’un probleme linéaire forme un polyedre.
Rappelons qu’un polyéedre de R™ est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces de R".
En fait, 'optimisation linéaire coincide précisément avec I'optimisation d’un critere linéaire
sur un polyedre. Un exemple de polyedre est donné sur le figure 4.1.
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FIGURE 4.1 — Un polyedre de dimension 3. (Source : Wikimedia Commons, Creative Commons Attribution-
Share Alike 3.0 Unported)

On a en fait bien plus, comme le prouvent les deux résultats suivants, dont les preuves
sont laissées en exercice. Un point & d’un polyedre P est un sommet s’il existe un hyperplan
H tel que P soit entierement contenu dans un des deux demi-espaces fermés délimités par
H et tel que @ soit I'unique élément de H N P.

*Théoréme 4.4. Considérons un probléme linéaire écrit sous forme standard. Alors x est
une solution basique réalisable si et seulement si x est un sommet du polyedre formé par
l’ensemble des solutions réalisables.

Un segment [x,y] est une aréte s’il existe un hyperplan H tel que P soit entierement
contenu dans un des deux demi-espaces fermés délimités par H et tel que [x,y] = H N P.
Deux sommets d'un polyedre sont adjacents s’ils sont reliés par une aréte.

*Proposition 4.5. Si les deux solutions basiques réalisables associées a deux bases visitées
successivement par l’algorithme du simplexe sont distinctes, alors elles forment deux sommets
adjacents du polyédre des solutions réalisables.

L’algorithme du simplexe parcourt donc une partie des sommets du polyedre des solutions
réalisables en passant d’un sommet a 'autre a I’aide des arétes.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Deltoidalicositetrahedron.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
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5.1

5.1.1

CHAPITRE 5

Compléments sur I'optimisation linéaire

Dualité en optimisation linéaire

Dualité forte

Dans le cas de l'optimisation linéaire, le principal fait a retenir concernant la dualité est
que l'on a toujours dualité forte. Reprenons le probleme (PL),

Min c-x
sc. Az =15 (PL)
x> 0.

Son dual est défini comme étant (voir Section 2.3)

Max infgzegnc-x+ A (b— Ax) —p-x
sc. AeR™, ueRRY,
qui se réécrit
Max b A+ infyepn(c — ATA —p) -z
sc. AeR™ ueRy.

Comme

inf (c—A"A—p) -z =

xreR”™

{ —00 siec—ATA—pu#0

0 sinon,

on obtient que le dual de (PL) s’écrit

Max b-A
sc. c—ATA—pu=0
AeR™ peRy,

qui peut se réécrire
Max b-y
DL
sc. ATy<e. (DL)
En refaisant 1'exercice d’écrire le dual de (DL), on peut d’ailleurs noter que ’on obtient
un probleme linéaire équivalent au primal de départ (PL). C’est une propriété partagée par
tout probleme linéaire, quelle que soit la forme sous laquelle il est écrit : le dual du dual est
équivalent au primal.
On a le théoréeme suivant.
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Théoreme 5.1. En optimisation linéaire, si au moins ['un des deux problémes, du primal
ou du dual, est réalisable, alors on a dualité forte.

Ce théoreme signifie que si le probleme primal et le probleme dual sont tous deux
réalisables, alors la valeur optimale du primal est finie et égale a la valeur optimale du
dual. Il signifie aussi que si I'un des deux problemes n’est pas réalisable, alors ’autre est soit
non borné, soit non réalisable. Par exemple, si le dual n’est pas réalisable mais que le primal
I’est, alors la valeur optimale du primal est nécessairement —oo.

La preuve de ce théoreme est la conséquence du lemme de Farkas (lemme 5.2 ci-dessous).
Noter que ce théoreme peut étre vu comme un cas particulier du corollaire 3.12, au moins
lorsque le primal et le dual admettent tous deux des solutions réalisables, mais comme ce
dernier est prouvé entre autre a ’aide du théoreme 2.4, qui lui-méme est une conséquence
du lemme de Farkas, il est intéressant de voir que I’on peut procéder a la preuve directement
a partir du lemme de Farkas. En exercice, on verra que le théoréeme 5.1 peut également
étre vu comme une conséquence de la terminaison de I’algorithme du simplexe, donc une
conséquence du théoreme 4.3.

Lemme de Farkas et preuve de la dualité forte

L’un des plus anciens résultats d’optimisation linéaire est le lemme suivant, du a Far-
kas [6]. Une illustration en est donnée sur la figure 5.1.

y tels que ATy >0

FIGURE 5.1 — Tllustration du lemme de Farkas (lemme 5.2) : dans la zone bleue, tout vecteur s’écrit comme
combinaison linéaire & coefficients positifs des vecteurs a; formant les colonnes de A ; la zone grisée correspond
aux vecteurs y tels que ATy > 0.
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*Lemme 5.2 (Lemme de Farkas). Soit A une matrice réelle et soit b un vecteur. Il existe
x > 0 vérifiant Az = b si et seulement si y -b > 0 pour tout y tel que y* A > 07.

Démonstration. Notons m le nombre de lignes de A et n son nombre de colonnes. S’il existe € R} vérifiant
Az = b, alors pour tout y € R™ tel que y’A>0,onay-b=y" Ax et donc y-b > 0.

Réciproquement, montrons par récurrence sur n que si A est une matrice & n colonnes est si y-b > 0
pour tout y tel que yTA > 07, alors il existe x € RY vérifiant Az = b.

Considérons le cas n = 1. La matrice A est alors un vecteur a tel que pour tout vecteur y, si y-a > 0,
alors y-b > 0. Si @ = 0, alors cela implique que b = 0 et 'on a le résultat. Si a # 0, il est alors aisé de
voir que cela implique que a et b sont normaux a un méme hyperplan. a et b sont donc colinéaires, ce qui
implique a nouveau le résultat.

Considérons maintenant le cas n > 1. Notons a’ la iéme colonne de A. S’il existe x1,...,z,—1 de Ry
tels que Z?;ll r;a’ = b, on a 1'égalité souhaitée en posant ® = (x1,...,7,_1,0). On peut donc supposer
que pour tout (n — 1)-uplet (z1,...,2z,—1) de réels positifs, on a Z?;ll x;a’ # b. D’apres I'hypothese de
récurrence, il existe un vecteur v € R™ tel que v-a* > 0 pour tout i =1,...,n—1l et tel que v-b < 0. On a
donc nécessairement v - a,, < 0. Considérons I'hyperplan H = {z € R™ : v -z = 0}. Définissons b’ le projeté
de b sur H et pour tout i € [n — 1] le projeté a’* de a’ sur H selon la direction a™.

Supposons d’abord qu’il n’existe pas de (n — 1)-uplet (z},...,2},_;) € R} tel que Z?;ll zha = b
D’aprés ’hypothese de récurrence, cela implique qu'il existe alors un vecteur v/ € H tel que v'-a’" > 0
tandis que v’ -b" < 0. Notons

,U/ . an
I’L =

v-a”
et posons y = v/ — pw. On a alors y’ A > 0 et y-b < 0, ce qui est en contradiction avec la supposition sur
Aetb.

On a donc un (n — 1)-uplet (2},...,2,_;) € R tel que Z?:_ll zla’" = b'. Posons

v-a

A= v-a”
pour i = 1,...,n — 1. Soit alors @ défini par z; = @} si i € [n — 1] et par a,, = 2 — """ A2/, Comme
v-a' 2 0pouri€[n—1]etv-a™ <0, ona \; <0 pour tout i € [n — 1]. Par conséquent, un tel & a toutes

ses composantes positives et satisfait Az = b. O

Démonstration du théoréme 5.1. Sile primal et le dual sont non réalisables, il n’y a rien a prouver.
Supposons le primal réalisable de valeur optimale finie, avec comme solution optimale x*. On a alors
(x*)TM > T, avec
M= (AT, —ATI) and T =(b",—b",0" ).

Notons J I'ensemble des j tels que (z*)TM; = r;. Si z est tel que 2T M; > 0, on a * +t2 solution réalisable
du primal pour certains t positifs, et donc par optimalité de *, on a ¢-z > 0. D’apres le lemme de Farkas
(lemme 5.2) appliqué & la matrice M et au vecteur ¢, on sait qu'il existe alors p’ € R_{_ tel que Myu' = c.
Définissons alors ;1; comme étant égal a ,u;. pour j € J et a 0 sinon. On a alors Mpu = ¢ avec u > 0. En
écrivant le vecteur p sous la forme (y;,¥ys, s), on a donc ATy, — ATy, + s = ¢, avec les vecteurs y;, Y,
et s tous trois & composantes positives. Le vecteur y = y, — y, satisfait donc ATy < e. C’est une solution
réalisable du dual. Onab-y=7r-p=7r; -pu; = (x)TM;u,; = (*)Te. Cest donc une solution réalisable
donnant une valeur au critere du dual égale & la valeur optimale du primal. Par dualité faible, on voit donc
que y est solution optimale du dual. Primal et dual ont donc la méme valeur optimale.

Supposons le dual réalisable de valeur optimale finie, avec comme solution optimale y*. On a (y*)T A < c.
Notons 7 les lignes de A pour lesquelles on a égalité. De maniere semblable & ce qui vient d’étre fait, on voit
que si 2T A; > 0, alors par optimalité de y*, on doit avoir b-z > 0. D’apres le lemme de Farkas, il existe
donc &’ > 0 tel que Arx’ = b. Complétant =’ avec des 0, on obtient donc une solution réalisable  du primal
telque x; #0sii¢ I.Onac-z =c; -z = (y*)T Az; = y* - b. C’est donc une solution réalisable donnant
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une valeur au critere du primal égale a la valeur optimale du dual. Par dualité faible, on voit donc que @ est
solution optimale du primal. Primal et dual ont donc la méme valeur optimale.

Enfin, pour les deux cas restant, la dualité faible permet de conclure directement : si la valeur optimale
du primal est —oo, le dual ne peut avoir de solution réalisable, et si la valeur optimale du dual est +oo, le
primal ne peut avoir de solution réalisable. O

Application 5.1 (Equilibres de Nash dans les jeux & somme nulle). Soit A une matrice réelle
a m lignes et n colonnes. Notons A* = {u € R% : S L u; = 1}. On peut voir cet ensemble
comme étant celui des distributions de probabilité sur [k]. Il existe toujours € € A™ et

y € A" tels que
ul Ay < 2T Ay < 2T Av pour tout uw € A™ et tout v € A", (5.1)

C’est un théoréme de von Neumann [12], dont nous allons donner la preuve & partir du
théoreme 5.1. Le couple (x,y) peut s’interpréter comme un équilibre de Nash en stratégies
mixtes dans le jeu a somme nulle dont la matrice des paiements est donnée par A, voir
I’encadré suivant.

Quitte a ajouter un méme réel strictement positif a toutes les entrées de la matrice A,
on peut supposer sans perte de généralité que A a toutes ses entrées strictement positives.
Considérons les deux problemes linéaires duaux 'un de de 'autre

n m
Min Z v Max Z U;
Jj=1 et i=

=1
sc. Av>1 sc. ATu<1
v=>0 u=>0.

Le probléeme en u est réalisable (u = 0 est solution) et borné car A a toutes ses entrées
strictement positives. Il admet donc une solution optimale u* d’apres le théoreme 4.1. Le
théoreme 5.1 assure alors l'existence d’une solution optimale v* au probléme en v. Posons
t=>" uf = Z?Zl v}, valeur optimale de ces deux problemes linéaires. On montre aisément
que t > 0. Posons alors

x=-u" et y=v
On a alors bien & € A™ et y € A". On a aussi u’ Ay = %uTAv* > % pour tout uw € A™ et
xl Av = %u*TA'v < % pour tout v € A". La conclusion suit immédiatement.

Une conséquence intéressante de cette preuve est que l'algorithme du simplexe permet de

calculer une solution de (5.1), i.e. un équilibre de Nash en stratégies mixtes dans les jeux a
somme nulle.
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Les jeux a somme nulle

Soit A = (ag.) une matrice réelle & m lignes et n colonnes. Considérons deux joueurs,
“ligne” et “colonne”, jouant au jeu suivant. “ligne” choisit une ligne £ de A et “colonne”
choisit simultanément une colonne ¢ de A. “ligne” gagne alors ay. euros et “colonne”
gagne —ay. euros. C’es un jeu a somme nulle, un joueur gagnant exactement ce que
l'autre perd.

Un équilibre de Nash en stratégies pures est choix d’une ligne ¢* pour “ligne” et d’une
colonne c¢* pour “colonne” qui soit pour chacun d’eux le meilleur choix possible, i.e.

Aper < Qprer < Qpre pour tout £ € [m] et tout ¢ € [n].

Un tel équilibre en stratégies pures n’existe pas forcément. En revanche, il existe
forcément un équilibre de Nash en stratégies mixtes, qui est le choix d’une distri-
bution de probabilité sur les lignes pour “ligne” et sur les colonnes pour “colonne”
conduisant au meilleur choix pour chacun d’eux relativement a 1’espérance de gain.
Mathématiquement, un équilibre de Nash en stratégies mixtes est un couple (x,y) sa-
tisfaisant la propriété (5.1).

L’étude de ces jeux, et plus généralement la théorie des jeux dont les fondements
remontent aux années 1940, permet de comprendre et d’analyser les situations d’inter-
action stratégique entre des agents. L’'un des peres fondateurs de cette discipline est
John Nash, qui a en particulier donné son nom aux équilibres mentionnés ci-dessus.

Matrices totalement unimodulaires

Une matrice A est totalement unimodulaire si chacune de ses sous-matrices carrées est
de déterminant +1, —1 ou 0. En particulier, ¢’est une matrice dont tous les coefficients
sont dans {+1,—1,0}. Le théoréme suivant a de nombreuses applications en optimisation
combinatoire !

Théoréme 5.3. Considérons le probléme (PL). Supposons A totalement unimodulaire et b
a coefficients entiers.

Si (PL) admet au moins une solution réalisable, il admet une solution réalisable ayant
toutes ses coordonnées entieres.

Si (PL) admet au moins une solution optimale, il admet une solution optimale ayant
toutes ses coordonnées entieres.

Démonstration. Nous allons montrer que toute solution basique réalisable est & coordonnées entieres. Ce sera
suffisant pour conclure car ’existence d’une solution réalisable implique ’existence d’une solution basique
réalisable (voir le début de la section 4.3.2), et 'existence d’une solution optimale implique 1’existence d’une
solution basique optimale (théoréme 4.1).

Considérons donc une solution basique réalisable et notons B la base a laquelle cette solution basique
réalisable est associée. On a donc &5 = Ap'b. En écrivant Ap' = m com(Ag)T, on voit que la totale

unimodularité de A implique que Agl est a coefficients dans {+1, —1,0}. La conclusion suit immédiatement.
O

1. L’optimisation combinatoire est la branche de l'optimisation qui s’intéresse au probleme (P) du Cha-
pitre 1 quand X est fini, ou du moins dénombrable. L’exemple 1.4 est un exemple typique de probléme
d’optimisation combinatoire.
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Sous les conditions du théoreme, la preuve précédente montre que toute solution basique
réalisable est a coordonnées entieres et donc que la solution optimale retournée par 1’algo-
rithme du simplexe est a coordonnées entieres. On dispose donc d’une méthode pratique
pour calculer une telle solution.

Il existe des algorithmes efficaces pour tester si une matrice A est totalement unimodu-
laire, mais ils dépassent largement le cadre de ce cours. En revanche, certaines conditions
suffisantes a ce qu’une matrice soit totalement unimodulaire sont faciles a énoncer. Par
exemple, si A est totalement unimodulaire, alors les matrices suivantes le sont également :

— AT et —A

— (A, e) ou e est un vecteur possédant exactement une composante non nulle égale a +1
ou —1

— toute matrice obtenue en multipliant par —1 toutes les entrées d’une ligne ou d’une
colonne de A.

L’existence d’une solution optimale entiere n’est pas conditionnée par la forme sous la-
quelle est exprimée le probleme d’optimisation linéaire, comme l'indique par exemple le
corollaire suivant.

Corollaire 5.4. Considérons le probléme linéaire

Min c-x
sc. Ax <b
Ax > d,

ou b et d sont des vecteurs a coefficients entiers, possiblement égaux a +oo, et ou A est
totalement unimodulaire.

St ce probléme admet au moins une solution réalisable, il admet une solution réalisable
ayant toutes ses coordonnées entieres.

Si ce probleme admet au moins une solution optimale, il admet une solution optimale
ayant toutes ses coordonnées entieres.

De méme, 'algorithme du simplexe calculera une telle solution entiere.

Démonstration du corollaire 5.4. Le probléeme peut se réécrire sous forme standard (voir Section 4.2), avec
une nouvelle matrice A, mais qui reste totalement unimodulaire, comme on peut le voir en appliquant de
maniere répétée les constructions maintenant la totale unimodularité énoncées ci-dessus. O

On a aussi la proposition suivante, établie par Poincaré en 1900 [10].

Proposition 5.5. Soit A une matrice a coefficients dans {+1,—1,0}. Si toute colonne
contient au plus un +1 et au plus un —1, alors A est totalement unimodulaire.

Démonstration. Soit A une matrice carrée n x n & coefficients dans {+1, —1,0} et ayant toute colonne avec
au plus un +1 et au plus un —1. Nous allons montrer qu’alors det A € {+1,—1,0}. La conclusion suivra
alors automatiquement.
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FIGURE 5.2 — Sur ce graphe biparti GG, on a exhibé une couverture et un couplage, tous deux de cardinalité
3. La cardinalité d’'un couplage étant toujours plus petite que celle d’'une couverture, la couverture et le
couplage exhibés sont tous deux optimaux, et ’'on a bien v(G) = 7(G), comme énoncé par le théoreme de
Konig.

Procédons par récurrence sur n. Si n = 1, I’énoncé est évident. Prenons donc maintenant n > 1. Si I'une
des colonnes possede au plus un élément non nul, la récurrence donne immédiatement le résultat. On peut
donc supposer que A possede exactement un +1 et un —1 par colonne. La somme de toutes les lignes donne
le vecteur 0, et donc det A = 0. Ce qui acheve la récurrence. O

Application 5.2 (Théoreme de Konig [7]). Un graphe biparti G est formé de deux ensembles
finis disjoints U et V (dont les éléments sont les sommets) et d'un ensemble E C U x V
(dont les éléments sont les arétes). L’aréte e = (u,v) € E est incidente & u et & v. On appelle
couplage une partie M de E telle que tout sommet de G est incident a au plus un élément
de M, et couverture un ensemble C C U UV tel que toute aréte est incidente a au moins un
élément de C. Il est aisé de voir que, pour de tels ensembles, on a toujours |M| < |C|, mais on
a bien plus. En notant v(G) la cardinalité maximale d’un couplage de G, et 7(G) la cardinalité
minimale d’une couverture de G, le théoréeme de Konig assure que 'on a v(G) = 7(G). Une
illustration est donnée sur la figure 5.2. C’est une conséquence de la proposition 5.5 et des
théoremes 5.3 et 5.1, comme nous allons le voir maintenant.

Notons A = (ay) la matrice suivante. Les lignes sont indicées par les sommets de G et
les colonnes par ses arétes. On pose

+1 si e est incidente a v,
Qye = .
0 sinon .

A est totalement unimodulaire d’apres la proposition 5.5 (il suffit de multiplier par —1
les lignes indicées par un élément de U pour s’en convaincre). Considérons maintenant le
probleme linéaire

Si I'on impose en plus que ses solutions soient entieres, alors ce probleme linéaire modélise
exactement le probleme du couplage de cardinalité maximale. Comme la matrice A est tota-
lement unimodulaire, la valeur optimale de ce probleme linéaire est donc v(G), sans avoir a
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imposer que les solutions soient entieres. Cela se voit en appliquant le corollaire 5.4 a

(1) (L) e ()

ou Ig est la matrice identité dont les lignes et les colonnes sont indicées par les arétes de G.
Le dual de ce probleme linéaire est

Min Z Yo

veV
sc. ATy>1

y>0.

Si 'on impose en plus que ses solutions soient entieres, alors ce probleme linéaire modélise
exactement le probléeme de la couverture de cardinalité minimale. A nouveau, la total unimo-
dularité de A implique que sa valeur optimale est 7(G), sans avoir & imposer que les solutions
soient entieres. Le théoréeme 5.1 montre alors que v(G) = 7(G).
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