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CHAPTER 1

Matroides

Les matroides ont été introduits par Whitney en 1935. On s’est tres vite rendu compte
qu’ils unifiaient des propriétés de domaines variées comme les graphes, ’algebre linéaire ou
la géométrie. Plus tard, dans les années 60, on a réalisé qu’ils jouaient également un role
central en optimisation combinatoire.

Définitions
Soit V' un ensemble fini. Soit Z une collection non-vide de parties de V. La paire M =
(V,Z) est un matroide si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout S, T CV :siSe€ZetT C S, alorsT €.
(ii) Pour tous S, T € T tels que |S| < [T, il existe x € T'\ S tel que SU{z} € Z.

Les parties de V' dans Z sont les indépendants du matroide M. Noter que la propriété (i)
implique en particulier que @ est toujours indépendant. Une partie S de V qui n’est pas
dans Z est un dépendant.

Un indépendant maximal pour linclusion est une base. Une conséquence de la pro-
priété (ii) est que toutes les bases ont le méme cardinal (exercice). Le cardinal commune
des bases est le rang du matroide M. Pour S C V', on définit le rang de la partie S (respec-
tivement a M), noté ry(S), par

ra(S) =max{|I|: I € Z,I C S}.

(L’indice M sera omis en général, s’il n’y a pas d’ambiguité.) Noter que le rang du matroide
M n’est rien d’autre que 73, (V).
Un dépendant minimal pour l'inclusion est un circuit :

C' est un circuit = C¢ZetonaC\{z} e pourtout z e C.
Le span d’une partie S de V', noté span(S), est défini par
span(S) = {z € V: r(SU{z}) =r(9)}.

Noter que si S € Z, on a aussi span(S) = {z € V: SU{z} ¢ T} U S (exercice). Un élément
x €V tel que {z} est un circuit est appelé boucle.
Enfin, on utilisera parfois la notation S + x a la place de SU{z} et S — x a la place de
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2 Quelques exemples

2.1 Exemples de matroides Dans cette section, des matroides classiques sont décrits. Pour
chacun d’eux, on pourra vérifier en exercice qu’ils satisfont bien les axiomes des matroides. De
méme, on pourra déterminer les bases, les circuits, la fonction de rang, le rang du matroide,
les spans.

2.1.1 Matroide uniforme. Pour k un entier positif et V' un ensemble fini, posons Z = {I C
Vi |I| < k}. La paire M = (V,Z) est un matroide, appelé matroide uniforme.

2.1.2  Matroide de partition. Soient ki, ..., k,, des entiers positifs et Uy, ..., U, une partition
d’un ensemble fini V. Posons Z = {I C V: |I NU;| < k; pour tout i € [m]|}. La paire
M = (V,T) est un matroide, appelé matroide de partition.

2.1.83 Matroide linéaire. Soit A une matrice m x n sur un corps F. Posons

Z = {I C [n]: les colonnes de A indicées par les éléments dans [ forment un systeme libre}.

La paire M = ([n],Z) est un matroide, appelé matroide linéaire. On dit alors que A représente
M.

Un matroide est représentable sur [F s’il est isomorphe a un matroide linéaire représenté
par une matrice a coefficients dans F.

2.1.4 Matroide algébrique. Soit F un corps et E une extension de F (penser F comme un sous-
corps de E). Des éléments ay, ..., a; € E sont algébriquement indépendants sur F §’il n’existe
pas de polynéme non-nul P € F[X, ..., X,] tel que P(ay,...,a;) =0.

Soit V' C E. Posons Z = {I C V: les éléments de I sont algébriquement indépendants}.
La paire M = (V,Z) est un matroide, appelé matroide algébrique.
2.1.5 Matroide graphique. Soit G = (V, E) un graphe (non-orienté). Posons

I={F CE:(V,F) est une forét}.

La paire M = (E,Z) est un matroide, appelé matroide graphique.
2.1.6  Matroide transversal. Soit G = (V, E) un graphe biparti, dont la bipartition des sommets
est donnée par X UY = V. Posons

Z ={I C X: il existe un couplage de G couvrant I}.

La paire M = (X, Z) est un matroide, appelé matroide transversal.

2.2 Exemples de non-matroides

2.2.1 Un peu comme la matroide de partition. Soient kq, ..., k,, des entiers positifset Uy, ..., U,
des parties d'un ensemble fini V. Posons & = {I C V: [I NU;| < k; pour tout i € [m]}. La
paire (V,S) n’est en général pas un matroide (exercice : donner un exemple concret qui ne
soit pas un matroide). La différence avec la matroide de partition est que pour ce dernier,
les U; sont 2 a 2 disjoints. La condition (i) est bien satisfaite, mais pas la condition (ii).

2.2.2  Indépendants de graphe. Soit G = (V, E) un graphe. Un sous-ensemble S de V' est un
indépendant s’il n’induit aucune aréte (i.e., aucune aréte de G a ses deux extrémités dans
S). En général, les indépendants d'un graphe ne forme pas matroide. La condition (i) est
bien satisfaite, mais pas la condition (ii).

3 Premieres propriétés
Soit M = (V,Z) un matroide.
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3.1 Rang et span. Une conséquence immédiate de la définition du rang est sa monotonie :
si S CT,onar(S)<r(T). La fonction rang a également une autre propriété.

THEOREME 1. La fonction de rang r est sous-modulaire, i.e.
r(S)+r(T) =Zr(SUT)+r(SNT) VS, T CV.

DEMONSTRATION. Soit I un indépendant inclus dans S NT tel que r(S NT) = |I|. 1l existe alors un
indépendant J inclus dans SUT tel que r(SUT) = |J| et I C J : il suffit en effet de prendre un indépendant
J' C SUT tel que r(SUT) = |J'|, et d’ajouter le plus d’éléments de J’ & I qui maintiennent I'indépendance.

On a alors

r(S)+r(T) Z|SNJ|+|TnJ=|(SuT)nJ|+|(SNT)NJ| =2 |J|+I|=r(SUT)+r(SNT).

PROPOSITION 2. Sir(SUX) =7r(S) et r(SUY) =7r(S5), alors r(SUX UY) =r(9).
DEMONSTRATION. On a
2r(S)=r(SUX)+r(SUY) Z2r(SUXUY)+r((SUX)N(SUY)) Zr(SUXUY) +r(9).

La premiere inégalité est une conséquence de la sous-modularité de la fonction rang. Donc, on a r(S) >
r(SUX UY). L’inégalité opposée est immédiate. |

ProOPOSITION 3. Si S C span(7'), alors span(S) C span(T).

DEMONSTRATION. Soit 2 € span(S). On veut montrer que - € span(7'). Si x € T, cette derniere relation
est immédiate. Supposons donc que z ¢ T. On a
r(S+x)+r(SUT) =2 r(SUTU{z}) +r(S) = r(T +x) +r(S).
La premiére inégalité est une conséquence de la sous-modularité de la fonction rang. Comme (S +x) = r(5)
et r(SUT) = r(T) (cette seconde égalité s’obtient par répétition de la proposition 2), on a r(T") = (T + z).
On a donc r(T + z) = r(T), i.e. x € span(T). O

3.2 Quelques opérations. Soit X C V. La restriction de M a X, notée M|y, est le matroide
(X,Z')ouZ ={I € Z: I C X}. (Exercice : Vérifier que c’est bien un matroide.) Dans le
cas ou X est de la forme V' \ {z} avec x € V, le matroide M|x est aussi noté M \ z (on dit
que le matroide est obtenu par suppression de x).

Soit k un entier positif. La troncature de M, notée M<F, est le matroide (V,Z') ot
' ={I € I:|I] < k}. (Exercice : Vérifier que c’est bien un matroide.)

Il existe aussi des notions de contraction et de dualité, mais elles ne sont pas abordées
dans ce cours.

Optimiser sur les matroides

Etant donnés un matroide M et une fonction de poids w: V — R, un probléme naturel,
possédant de nombreuses applications, est celui de la base de poids maximal : en notant B
I'ensemble des bases de M, résoudre maxpep w(B).

L’algorithme 1, appelé algorithme glouton, est un algorithme naturel et “naif” : je regarde
les éléments de mon matroide I'un apres l'autre, dans 'ordre décroissant de leurs poids;
je garde un élément des qu’il n'est pas dans le span des éléments déja acceptés. Le petit
miracle, c¢’est que cet algorithme résout bien le probleme de la base de poids maximal. Noter
qu’en général, I'algorithme glouton est sous-optimal (couplage de poids maximal, sac-a-dos,
coloration propre, etc.).
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Données : Matroide M = (V,Z), poids w: V. — R
Sortie  : Base B* résolvant maxpges w(B)
Trier les éléments de V' : les écrire vy, ..., v, avec w(vy) = w(vy) = -+ = w(vy,);
B <+ @;
fori=1,...,ndo

if B+ v; € 7 then

‘ B+ B+ v;

end
end
return B

Algorithme 1 : Algorithme glouton pour la base de poids maximal

THEOREME 4. L’algorithme glouton permet de calculer une base de poids mazimal.

DEMONSTRATION. O

Dans le cas particulier du matroide graphique, l’algorithme glouton est ’algorithme de
Kruskal calculant I’arbre couvrant de poids maximal.

En se restreignant aux éléments de poids positifs ou en considérant la troncature, on
obtient les deux corollaires suivants.

COROLLAIRE 5. L’algorithme glouton permet de calculer un indépendant de poids mazi-
mal.

COROLLAIRE 6. L’algorithme glouton permet de calculer un indépendant de cardinal k
de poids maximal.

Pour les algorithmes, lorsqu’on a un matroide M = (V,Z) en données, on suppose souvent
que l'on dispose de 1'oracle d’indépendance : pour S C V', on sait décider en temps constant
si S est un indépendant de M. Dans ce modele de complexité, les problemes de la base de
poids maximal, de I'indépendant de poids maximal et de I'indépendant de cardinal fixé et
de poids maximal sont polynomiaux.

On a une “réciproque” du théoreme 4.

THEOREME 7. Soit V' un ensemble fini et soit T C 2V wvérifiant (i) de la section 1. Si,
pour toute fonction de poids w:V — R, lalgorithme glouton calcule un élément de T de
poids mazimal, alors (V,I) est un matroide.

DEMONSTRATION. O

5 Intersection de matroides

5.1 Théoreme et applications. Considérons deux matroides ayant le méme ensemble d’éléments
M, = (V,Zy) et My = (V,Z5). La paire (V,Z; NZ) n’est en général pas un matroide. Cepen-
dant, on a le théoreme remarquable suivant, trouvé par Edmonds en 1970.

THEOREME 8. On a [’égalité suivante
max |I| = min (ry, (S) + 7, (V\ 9)),

1€T1NI; SCV
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et dans le modele de [’oracle dindépendance, les ensembles optimauz pour les membres gauche
et droit se calculent en temps polynomiauz.

L’inégalité < entre le membre de gauche et le membre de droite est une inégalité de
dualité faible, facile : pour I € Zy NZy et S C V', on a évidemment

(| = IO S[+ [T\ S| < 7an (5) + ran(V\ S).

La partie difficile du théoreme est 1'inégalité inverse.
5.1.1 Théoréme de Kdnig Soit G = (V, E)) un graphe biparti, dont la bipartition des sommets
est donnée par X UY = V. Posons

X ={FCE:|Fné)
IV ={FCE:|Fné()| <1 pour tout v € Y}.
Les paires M* = (E,I%) et MY = (E,ZY) sont des matroides de partition. L’ensemble
ZX NI est 'ensemble des couplages de G et le théoréme 8 est dans ce cas le théoreme de
Konig (exercice).

5.1.2  Arbre arc-en-ciel Soit G = (V, E) un graphe, et supposons qu’on ait une partition £ =
EiUEyU-- - E) des arétes (on peut voir cette partition comme une coloration des arétes).
Décider §'il existe un arbre couvrant arc-en-ciel (avec les arétes de couleurs deux a deux
distinctes) peut donc se faire en temps polynomial : on applique le théoreme 8 a l'intersection
d’un matroide graphique et d’un matroide de partition.

| < 1 pour tout v € X}.
| <

5.2 Preuve du théoréme.

LEMME 9. Soit G = (V, E) un graphe biparti, dont la bipartition des sommets est donnée
par XY =V, avec | X| = |Y| = k. Supposons que G posséde un unique couplage parfait N .
Alors on peut numéroter les sommets dans X = {x1,...,x} et ceur dansY = {y1,...,yr}
de sorte que N = {x;y;: i € [k]} et x;y; ¢ E pour tous 1 <i < j < k.

DEMONSTRATION. O

Soit M = (V,Z) un matroide. Soit I € Z. On considere le graphe G, (I) biparti défini
comme suit : la bipartition est donnée par I et V'\ I ; les arétes sont les éléments de I’ensemble
{zy:xel,ye V\I,I —z+yel}.

LEMME 10. Soit J CV tel que |J| = |I|. Si Gp(I) contient un unique couplage couvrant
INJ, alors J € T.

DEMONSTRATION. O

LEMME 11. Soit J C 'V tel que |J| = |I| et J C span([l). Supposons que Gp(I) contienne
un unique couplage couvrant INJ. Sis € V\ (I UJ) est tel que I +s € Z, alors J+s € T.

DEMONSTRATION. Appliquons le lemme 10. Par conséquent J est indépendant. Si s € span(J), alors
s € span([l) car J C span([). O

DEMONSTRATION DU THEOREME 8. Soit I € Z; N Zy. On va décrire une procédure qui teste si I est un
indépendant commun & Z; et Z, de cardinal maximale et si ce n’est pas le cas, explique comment en trouver
un plus grand d’une unité.

On considere le graphe orienté Dy, ar, () défini comme suit. C’est un graphe biparti dont la bipartition
est donnée par I L (V' \ I) et donc les arcs sont les éléments de

{(z,y) e L,V\I): I —z+yeL}U{(y,x) € V\LI): I —z+yel}.
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Onpose Yi={yeV\I:I+yei}etYo={yeV\I:I+yecl}.

Deux cas sont possibles : soit il existe dans Dy, ar, (1) un chemin de Y7 & Y3, soit il n’en existe pas.

Considérons le premier cas. Notons P un chemin de Y; & Y2 dans Dy, ar, () avec un nombre minimal
d’arcs. Posons I’ = IAV(P) (ou V(P) est Pensemble des sommets de P). Nous allons montrer que I’
appartient simultanément a Z; et Z. Soit z € Y7 Dorigine de P. Par optimalité de P, les arcs de P quittant
forment I'unique couplage de Gy, (I) dont Pensemble de sommets est V(P) — z. L’optimalité de P implique
aussi que tous les sommets y dans V(P) — z et pas dans I sont tels que I +y ¢ Z;. Le lemme 11 montre alors
que I’ est un indépendant de Z; (en prenant J = V(P)A(I + z)). Un raisonnement semblable montre que I’
appartient également & Zp. Comme le cardinal de I’ est d’une unité plus grande que celle de I, 'indépendant
commun I n’est pas maximum.

Considérons le second cas. Nous allons montrer qu’alors nécessairement I est un indépendant commun a
71 et I de cardinal maximal. Comme il n’y a pas de chemin allant de Y7 a Y5, il existe un ensemble S tel que
Yo C S et tel que §7(S) = @ (il suffit de poser S ’ensemble des sommets ne pouvant pas étre atteint depuis
Y7). Nous prouvons maintenant que rz, (S) < |I N S|. Supposons que cette inégalité ne soit pas satisfaite.
Il existe alors y € S\ I tel que (INS)+y€Z;. Commey ¢ Vi,onal+y¢Zietilyaunaz e l\S tel
que I —z +y € I (ajouter des éléments de I & (I N.S) 4+ a tant qu’on maintient 'indépendance). Mais cela
implique l'existence d’un arc (z,y), ce qui contredit la définition de S. On a donc bien rpz, (S) < [INS|. De
maniére semblable, on montre rp, (V' \ S) < |I'\ S|, ce qui implique que 'on a

s, (9) + (VA S) < |

Il a déja noté que I’égalité opposée était toujours vérifiée. On a donc prouvé l'égalité du théoreme, dans
laquelle les ensembles I et S ainsi construits réalisent respectivement le minimum et le maximum.

Dans le modele d’oracle d’indépendance, la procédure décrite ci-dessus peut étre réalisée en temps
)
polynomial, ce qui montre la seconde partie du théoreme. O



2

CHAPTER 2

Fonctions sous-modulaires

Les fonctions sous-modulaires jouent un role central en optimisation combinatoire, en
économie et en machine learning.
Définitions

Soit V' un ensemble fini. Une fonction f: V — R est sous-modulaire si elle vérifie pour
tous S, T CV
FS)+ (M) 2 f(SUT) + f(SNT).

On a déja vu un exemple de fonction sous-modulaire, a savoir la fonction rang d’un matroide.

Quelques exemples

2.1 Biens substituables et complémentaires Le lemme suivant fournit une définition équivalente

de la sous-modularité. Dans les contextes économiques, cette derniere est particulierement
utile car elle traduit la propriété de I'utilité marginale décroissante pour les biens “substitua-
bles”. (A Iopposé, pour les biens “complémentaires”, on a une utilité marginale croissante
qui se traduit par une propriété de supermodularité.)

LEMME 12. Une fonction f: 2V — R est sous-modulaire si et seulement si pour tous
SCTCVetveV\T, ona

FTU{e}) = F(T) < f(SU{v}) = f(9).
DEMONSTRATION. Supposons f est sous-modulaire. Alors 'inégalité

(1) FTU{v}) = F(T) < f(S"U{o}) — £(S)
est trivialement satisfaite pour tous 8" CT' C Vet v e V\T.

Réciproquement, supposons I'inégalité (1) satisfaite pour tous S’ C 7" C V et v € V \ T'. Prenons
S, T C V, et notons arbitrairement si, s, ..., s, les éléments de S\ T. Pour i € [k — 1], (1) pour S’ =
(SNT)U{s1,...,8}, T'=TU{s1,...,8} et v =s;41 devient

f((S n T) @] {81, ey SZ})—f((S N T) U {81, ey Sifl})> f(T @] {817 ey Sl}) - f(T @] {81, ey Sifl}) .

En sommant cette derniere inégalité pour ¢ = 1,...,k, on obtient f(S) — f(SNT) > f(TUS) — f(T), soit
exactement ce qu’on souhaitait obtenir. 0

2.2 Rang de matroide
2.3 Union d’ensembles

2.4 Coupes de graphe orienté
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2.5 Probabilités d’événements conjoints On considere un espace de probabilités. Soient
Ay, ..., A, des événements aléatoires. La fonction f: S — P([),.q A;) est une fonction super-
modulalre 2"l — R (son opposée est donc sous-modulaire).

€S

2.6 Entropie et information mutuelle Etant donnée une variable aléatoire X & valeur dans
E, la quantité H(X) = —El[log,(p(X))], ou p(x) est la masse ou la densité de x € E selon
que la variable est discrete ou continue, est 1’entropie de X.

Considérons n variables aléatoires Xi, Xs,...,X,. On considere la fonction H: S €
2 s H((X:)ies) € R, appelée entropie jointe (noter le petit abus de notation).

THEOREME 13. L’entropie jointe H est sous-modulaire.

DEMONSTRATION. On écrit la preuve dans le cas oll les variables aléatoires sont discrétes et & support
fini. Le support de la variable aléatoire X; sera noté E;. De plus, on notera xzp, pour B C [n], la collection
(zj)jep. Pour S CT C V'\ {i}, on considere la quantité
p(T/Tu{z‘})P(xS)

= — Ty ) 1o
v 2. plaerow)los s

Tru{i} EHjeTu{i} E;

ou p(zp), pour B C [n], est la probabilité que X; = z; pour tout j € B. Par concavité du logarithme, on a

M,g< > w)

xTU{i}enjETu{i} E;

On a donc

vélog( > ZJM))=log( > p(xT))=0-

zr€[l;cr Ej ©i€E zr€ll;er Ej

Par conséquent,

- > plrrogy)logp(rrog) + > pler)logplar)-
wrugiy €l jeruqy Ei sr€[jer Ej
< - Z p(zsugiy) log p(wsugiy) + Z p(zs)logp(zs) .
zsu(i} €l esupy B es€lljes B

O

Etant données deux parties S, T de [n], Uinformation mutuelle de (X;);cs et (X;)jer est
définie comme la quantité 1(S;7) = H(S)+ H(T)— H(S,T). L’information mutuelle donne
lieu a deux fonctions sous-modulaires intéressantes en pratique :

— La fonction S € 2IP) = I(S; [p] \ S) € R est sous-modulaire (et symétrique).

— Soient A, B deux parties de [p] telle que les variables X; pour i € A soient indépendantes
conditionnellement aux variables X; pour j € B. Alors la fonction S € AL
I(B; S) € R est sous-modulaire (et monotone).

2.7 Placement de capteurs Considérons une piece dont on veut surveiller la température
a 'aide de capteurs. Il y a n emplacements potentiels, et 'on veut placer k capteurs. La
température X; a 'emplacement i est une variable aléatoire (on suppose que les capteurs sont
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de qualité parfaite). Le probleme d’identification du “meilleur” ensemble de k& emplacements
peut se modéliser comme
Max H(S5)
s.c. |S]=k
S C [n]
ou comme
Max I(55n]\ )
s.c. |S|=k
S Cn].
Le premier probleme cherche a maximiser I'information totale récupérée ; le second cherche
a les emplacements fournissant l'information la plus complete sur les emplacements non-
couverts.
Tous deux sont des problemes de maximisation de fonction sous-modulaire sous contraintes
de cardinal.

2.8 Clustering Partitionner un ensemble de variables aléatoires {X7, Xs,..., X,,} en deux
parties, de maniere a minimiser la “longueur de description minimale”, revient a chercher S
minimisant [(S; [n]\ S), ce qui est un probleme de minimisation de fonctlon sous-modulaire.

2.9 Logarithmes de déterminants Soit P une matrice symétrique définie positive, a n lignes
et n colonnes. Pour S C [n], on note Ps la sous-matrice carrée dont les lignes et les colonnes
sont indicées par les éléments de S. Noter que Ps est symétrique définie positive pour tout

S.
Soit f la fonction 2" — R définie par f(S) := logdet Ps.

PROPOSITION 14. La fonction f est sous-modulaire.

DEMONSTRATION. La matrice P peut s’écrire M " M, ott M est une matrice carrée n x n. Notons U5 le
vecteur de coordonnées la jéme colonne de M. Soient S C T C V '\ {i}. On peut montrer que l'on a

f(SU{i}) — f(S) = hauteur ¥; par rapport a ’hyperplan engendré par les (¥;);es
et de méme,
f(T'U{i}) — f(T) = hauteur ¥; par rapport a '’hyperplan engendré par les (¥;);er -

our ce faire, on utilise le fait que le volume du parallélépipede des vecteurs (v;);ep est égal & \/det Pp,
P fai tilise le fait 1 1 d 11élépipede d t )i t égal a v/det P,
pour tout B C [n].) La conclusion désirée suit immédiatement. O

Polymatroides

On se donne V' un ensemble fini et f: V' — R une fonction sous-modulaire quelconque.
Les polyedres

Py = {zeRY:z(S) < f(S) pour tout S C V}
EP; = {xeR":z(S) < f(S) pour tout S C V}

sont respectivement le polymatroide associé a f et le polymatroide étendu associé a f. Re-
marquer que Py est non vide si et seulement si f(S) > 0 pour tout S C V et EP; est non
vide si et seulement si f(2) > 0.

Considérons un vecteur ¢ quelconque de RV Si f(2) < 0, alors clairement max ¢ ppC T =
—00. Si f(@) = 0 et une des composantes de ¢ au moins est strictement négative, alors on
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peut aisément voir que max,egp, ¢- & = +00. Pour traiter completement le probleme de la
maximisation de z — c¢-x sur EPy, il reste donc a considérer le cas ou f(&) > 0 et ¢ > 0.

THEOREME 15. Si f(@) = 0 et ¢ > 0, alors x* défini comme suit est un point de EP;
ol ¢ -x atteint son marimum :

— Ecrire V = {v1,..., 0.} de sorte que ¢, = -+ = ¢y,
— Définir U; .= {vq,...,v;} pouri=1,...,n

— Définit z = f(Un).

— Définir ;= f(U;) — f(Ui—1) pouri=2,...,n.

DEMONSTRATION. Vérifions d’abord que z* est réalisable, c’est-a-dire que z*(S) < f(S) pour tout
S C V. Cela se fait par récurrence sur |S|. L’inégalité souhaitée est trivialement satisfaite quand S = &. Soit
S un sous-ensemble quelconque non vide de V. Notons k le plus grand indice tel que v € S. Si k = 1, alors
S =1U; et 2*(S) < f(S) par définition. Si k > 2, on a alors

a™(8) = (S \{or}) + o, < F(S\A{wr}) + f(Uk) = f(Ur-1) < £(5).

La premiére inégalité vient de 'hypothese de récurrence ; la seconde du lemme 12 appliqué & S\{vx} C Uy_;.
Pour montrer 'optimalité de z*, on va exhiber une solution réalisable du probléme dual. Ce dernier

s’écrit :
min S f(S)ys
Se2V\{z}
S.C. Z ys =¢, YveVv
SCV:veS
ys =0 vse2V\{a}.

Définissons alors pour S # &

Co, — Copyy SIS =Ujetiecn—1],

Ys =14 Co, siS=V,
0 sinon.
Ce vecteur y* € Riv\{g} est trivialement solution réalisable du probléeme dual. Comme on a
n n—1
C- -'L'* - C'u1f(U1) + chi (f(Ul) - f(Ulfl) = Z f(Ul)(cvz - C'Ui+1) + f(V)C’Un = Z f(S)yg )
1=2 i=1 Se2V\{o}
le point z* maximise ¢-x sur EPy (et y* est solution optimale du probleme dual). ([

On a le corollaire suivant. Le caractere polynomial de l'optimisation sur Py est une
conséquence du fait que, par les ellipsoides, on sait séparer les inégalités de E P en temps
polynomial. Dans le cas ot f est croissante, 1’algorithme donné par le théoreme 15 donne
aussi la solution optimale pour Py (en notant que l'on peut se restreindre a la face de Py
supportée par les x,, = 0 avec ¢, < 0).

COROLLAIRE 16. Supposons f donnée sous forme d’un oracle et un vecteur ¢ € QV. Le
probleme de mazimisation de ¢ -x sur EP; et sur Py peut étre résolu en temps polynomial.

On a aussi :
COROLLAIRE 17. Si f est a valeurs enticres, alors E Py et Py sont des polyédres entiers.

COROLLAIRE 18. On a f(S) = max{x(S): x € EP;} pour tout S € 2V \ {@&}.

DEMONSTRATION. Facile. O
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Minimiser une fonction sous-modulaire

Soit f: V' — R une fonction sous-modulaire telle que f(&) = 0. Définissons pour tout
S C V la quantité f(S) = minpcg f(7).

LEMME 19. La fonction f est une fonction sous-modulaire et EP;={x € EP;: x < 0}.
DEMONSTRATION. O

THEOREME 20. Etant donnée une fonction f:V — R sous-modulaire, trouver S mini-
misant f(S) peut se faire en temps polynomial.

DEMON_STRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(@) = 0. A partir du corollaire 18
appliqué a f et du lemme 19, et en utilisant ’équivalence entre optimisation et séparation. O

La preuve donnée ci-dessus s’appuie sur l'algorithme des ellipsoides, qui n’est malheureu-
sement pas implémentable. Un algorithme combinatoire, implémentable, a été proposé par
Schrijver en 2000.

Intersection de deux polymatroides

Tout comme pour les matroides, on peut considérer des polymatroides qui s’intersectent.
Soient fj et f, deux fonctions sous-modulaires sur un ensemble V', et a, b € (ZU{—o0, +oc0})V
Considérons le programme linéaire suivant.

max c-z
p s.c. z(9) < fi(S) VSCV
") 2(8) < fols) WS CV

@ <T; b VieV.
THEOREME 21. Le dual de (P) admet une solution optimale entiére pour tout vecteur
entier ¢ pour lequel il est de valeur optimale finue.

DEMONSTRATION. On écrit la preuve dans le cas ot toutes les composantes de a et b sont finies. Le dual
de (P) est

min Y (fi(S)yE + f2(S)yE) + Y (bizf — aiz)

SezV\{z} eV
(D) st ozl — 2+ Z (ys +y3) = ¢ VieV
SCV:ieSs
ys, Yy >0 VS €2V \ {2}
ziy 2, =20 VieV.

k

Par dualité forte, il admet une solution optimale (', 32, %, 2’). Posons ¢ = z/ — z; + Y gy, icg U pour

k € {1,2} et i € V. Remarquer qu’alors 7* est solution optimale du programme linéaire

min Z fe(S)y§

Se2V\{o}

s.t. Z yh=ct VieV
SCV:ies
Yyt >0 vS e 2V \ {o}.

La preuve du théoréme 15 montre que I'on peut choisir les 7* de sorte que les parties S telles que gjg >0
forment une chaine pour l'inclusion. Une matrice dont les colonnes peuvent étre partitionnées en deux
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matrices d’incidence d’un systéme laminaire est totalement unimodulaire (voir...). Cela implique que la
matrice des contraintes de (D) restreinte au support de la solution optimale (7,42, z,2') est totalement
unimodulaire. Le résultat souhaité en découle directement. (]

COROLLAIRE 22. Soient fy et fo deux fonctions sous-modulaires sur'V telles que f1(@) =
f2(2) = 0. On a légalité suivante :

max{x(V): x € EP;, N EPp,} = min{f1(S) + f2(V\ S5)}.

DEMONSTRATION. Prendre c le vecteur dont toutes les composantes sont égales & 1. On prend a; = —oo
et b; = 4oo pour tout i € V. On applique la dualité forte. Soit (7',7?) une solution optimale entiere
du dual. Cette solution est & coefficients dans {0,1}, et pour tout i, une seule partie S de V contenant
i est telle que g% + % = 1. De plus, si deux parties distinctes 9,7 sont telles que 75 = y+ = 1, alors
[SUT) < f1(S)gs + f1(T)yk car f1(2) = 0, et on peut “fusionner” S et T'. O

COROLLAIRE 23. Soient f; et fo deux fonctions sous-modulaires croissantes sur V' telles
que f1(D) = f2(@) = 0. On a l’égalité suivante :
max{z(V): x € Py, N Pr,} = min{f;(S) + fo(V \ S)}.

DEMONSTRATION. Méme preuve que pour le corollaire 22, & ceci pres que ’on prend a; = 0 pour tout
1eV. |

Le théoreme 8 est alors immédiat. Considérons le cas ou f; = ryy, et fo = rp,. Dans ce
cas, par le théoreme 15, I’ensemble des solutions réalisables de (P) est un polyedre entier
(valeur optimale entiére pour tout cott entier). En prenant ¢ le vecteur dont toutes les
composantes sont égales a 1, le corollaire 23 donne alors le résultat souhaité.

Maximiser une fonction sous-modulaire

Extension de Lovasz
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